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8حسينی ھاشمی

سينماتيك ذره مادي

Rectlinear motion of particle

:در سينماتيك انتقالي ذره مادي چهاركميت اساسي داريم  

tزمان ) a        4شتاب ) v     3سرعت ) s   2جابجايي ) 1

.  مي گويند به هر معادله اي كه بتوان ميان اين چهاركميت نوشت معادله سينماتيكي 

. موقتي حركت صورت مي گيرد؛ زمان سپري مي شود و از مبدا فاصله مي گيري

نكته

.مسير حركت يك خط مستقيم مي باشد

Kinematics of particle

 حركت راست خط ذره مادي1-1

 حركات راست خط، زاويه اي و منحني الخط صفحه اي               -1
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9حسينی ھاشمی

t+∆tO t

S

S∆

  تندي متوسط 

Sɺ= تندي لحظه اي  

                                   )برداري(سرعت 

Velocity
)                           اسكالر (تندي 

    speed

S+∆S

∆t → 0

V= ∆S ⁄ ∆t

V=lim ∆S ⁄ ∆t = dS ⁄ dt 
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10حسينی ھاشمی

 شتاب متوسط 

SV ɺɺɺ == شتاب لحظه اي  

dt

dv
a =

dt

dS
V =

S

t t 

V

a= lim ∆V/∆t = dV/dt

a= ∆V/∆t

∆t → 0

تعبير هندسي سرعت لحظه اي  تعبير هندسي شتاب لحظه اي 
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11حسينی ھاشمی

: معادلات ديفرانسيلي حاكم برسينماتيك ذره مادي  

 :رابطه مستقل از زمان 

dSSSdS ɺɺɺɺ =

( )

( )

ds
V S I

dt
dv

a V S II
dt

 = =

 = = =


ɺ

ɺɺɺ

adSVdV =

ds
dt

ds dVV
dv V a

dt
a

 = → =
 =


www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


12حسينی ھاشمی

:حالت هاي مختلفي كه براي شتاب داريم 









→=
=
=

SVta

ctea

a

,,

0

متغير برحسب متغيرهاي 

( )
( )
( )








=
=
=

sfa

Vfa

tfa

cteVdV
dt

dv
a =→=→== 00

∫ ∫=
∫
→=→==

s

s

t
dtVdsvdtdscte

dt

ds
V

0 0
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13حسينی ھاشمی

شرايط اوليه كلي  →








=
=

=

�

�

VV

SS

t 0

�
SVtS +=

0

V t

V

dv
a cte a dv adt dv a dt

dt
= = = → = → =∫ ∫

�

0VatVatVV +=→=−
�

( )
∫

→+=→+== dtVatdsVat
dt

ds
V oo

( ) oo

S

S

t

StVatSdtVatds
o

++=→+=∫ ∫ 2

0

0 2
1
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14حسينی ھاشمی

( ) ( ) ( )∫ ∫=
∫
→=→==

V

V

t
dttfdvdttfdv

dt

dv
tfa

0 0

( ) o

t
VdttfV += ∫0

( ) ( ) ( )∫ ∫=
∫
→=→==

S

S

t

o

dttgdsdttgds
dt

ds
tgV

0

( )dttgSS
t

o ∫+=
0
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15حسينی ھاشمی

: مثال

( ) Kvvf
dt

dv
a −===

( )dttgSS
t

∫+=
00

( )
dt

dv
vfa == ( ) dt

vf

dv =→ ( )∫ ∫=
∫

→
V

V

t
dt

vf

dv
0 0

( )∫=
V

V vf

dv
t

0

( )tgV =→

kdt
v

dv −=→ kt
V

V

V

dvV

Vo

−==∫
0

ln

Kt

o

e
V

V −= Kt
o eVV −=→

( )
dt

ds
tgV == ( )dttgds =→ ( )∫ ∫=→

S

S

t

o

dttgds
0
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16حسينی ھاشمی

): روش اول  )sfa = ( )V d V a d s f s d s
∫

→ = = →

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫=−→=
V

V

S

S

S

So o

dssfVVdssfVdV
0

0
22

2
1

( )dssfVV
S

So
∫+=→ 22

0
2 )(sgV =→

( )sg
dt

ds
V == ( ) ( )∫ ∫=→=→

S

S

t

o

dt
sg

ds
dt

sg

ds
0

( ) ( ) ,
0
∫ =→=

S

S
tpS

sg

ds
t ( )tp

dt

d
SV == ɺ
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17حسينی ھاشمی

)  :روش دوم  ) ( ) 0=−→== sfSsfSa ɺɺɺɺ

. بايد خطي باشد اين معادله  نكته
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18حسينی ھاشمی

ω

Y

X

ω+∆ω

t +∆ t

t

θθ+∆θ

(1)

(2)

Angular Motion حركت زاويه اي خط1-2

o

t∆
∆= θω

: تندي زاويه اي متوسط  

0

lim

→∆

==
∆
∆=

t
dt

d

t
θθθω ɺ

: تندي زاويه اي لحظه اي   
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19حسينی ھاشمی

ω

Y

X

ω+∆ω

t +∆ t

t

θθ+∆θ

(1)

(2)

o

t∆
∆= ωα

0

lim

→∆

===
∆
∆=

t
dt

d

t
θωωωα ɺɺɺ

: شتاب زاويه اي متوسط  

شتاب زاويه اي لحظه اي    
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20حسينی ھاشمی

( )

( )








===

==

II
dt

d

I
dt

d

θωωα

θθω

ɺɺ

ɺ

 :با حذف پارامتر زمان بين اين دو رابطه داريم  

θαωω dd   =

θθθθ dd ɺɺɺɺ =

θ:   جابجايي زاويه اي    ω:  سرعت زاويه اي  α:   شتاب زاويه اي  
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21حسينی ھاشمی

بردار سرعت زاويه اي برصفحه دوران عمود است و تغييرات سرعت       :نكته
.  را تعيين مي كندαزاويه اي علامت   

V

r

rV ×= ω

: αحالات مختلف براي 

متغیر





=

=
=

o

t
ωθ
θθ

ɺ

0
0

) شرايط اوليه  )
( )
( )








=
=
=

→=

=
=

θα
ωα

α
α

α
α

f

f

tf

III

cteII

I

     )

)

0)
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22حسينی ھاشمی

              مشابه رابطه

cted
dt

d
I =→=→== ωωωα 00)

∫ ∫=→=→==
∫ θ

θ
ωθωθθω

o

t
dtddtdcte

dt

d
0

ot θωθ +=→

stvs 0+=
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23حسينی ھاشمی

 حركت منحني الخط در صفحه1-3

∆S

∆r

S

r

r + ∆r

Y

X

t

t + ∆t

Curvilinear Motion

r:     بردار وضعيت در زمانt

اگر منحني مسير در صفحه باشد، 
حركت دو بعدي و اگر در فضا  
. باشد، حركت سه بعدي است 

مسير حركت منحني است

A

B

: كليات 

O
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24حسينی ھاشمی

∆S

∆r

S

r

r + ∆r

Y

X

t

t + ∆t

A

B

O

:بردار سرعت لحظه اي 

0

lim

→∆

==
∆
∆

t

V
dt

rd

t

r

: تندي متوسط

( )
t

s
rS

∆
∆∆≠∆

0       

lim

→∆

=→=
∆
∆=

=

t
dt

dr

dt

ds

t

s
V

dsdr

:تندى لحظه اى 
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25حسينی ھاشمی

. دبردار سرعت در حركت منحني الخط همواره مماس برمسير حركت مي باش 

teVV =

te  بردار يكه مماس برمسير حركت
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26حسينی ھاشمی

V+ ∆V

V

et

∆S

X

∆r

A

t + ∆t

t

O

B
V

V+ ∆V

∆V

a

dt

Vd
a =

V+ dV

VdV

a

r

r + ∆r

Y

S

بردار شتاب 

t

V
a

∆
∆=

 ميباشدبردار شتاب در حركت منحني الخط همواره  بطرف داخل منحني مسير متوجه
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27حسينی ھاشمی

شتاب به مفهوم كلي  (. هيچ حركت منحني الخط بدون شتابي وجود ندارد 
). نمي تواند صفر باشد

. شتاب در حركت منحني الخط در جهت بردار تغييرات سرعت است

نكات مهم

.دبردار سرعت در حرکت منحنی الخط ھمواره مماس برمسير حرکت می باش
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28حسينی ھاشمی

S

r

A

O

y

x

 تشريح حركت منحني الخط در دستگاه مختصات دكارتي1-4

r xi y j= +֏ x y

d r
V xi y j V i V j

dt
= = + = +ɺ ɺ֏ x

y

V x

V y

=
=
ɺ

ɺ

→

x y

d v
a xi y j a i a j

dt
= = + = +ɺɺ ɺɺ֏

x

y

a x

a y

=
=
ɺɺ

ɺɺ
→
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29حسينی ھاشمی

تعيين معادلات اساسي در حركت پرتابي        

θ

V0

X

y

y0

x0

  )يك حركت منحني الخط دو بعدي  در دستگاه مختصات دكارتي داريم   (

o
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30حسينی ھاشمی

θ

V0

X

y

y0

x0

o

jyixr 000 +=

0r

0)( =xaI ⇒=⇒= 00 x
x dV

dt

dV

dtVdxV
dt

dx
Vx )cos(cos θθ 00 =⇒== ∫∫ =

t
dtV

x

x
dx

0

cos0

0

θ

θcos0VV x =

tVxx )cos( θ00 +=

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


31حسينی ھاشمی

θ

V0

X

y

y0

x0

o

0r

∫∫ −=
tV

V

y dtgdV
y

00 θsin

θsin0VgtVy +−=

ctegaII y =−=)(

0( sin )dy gt V dtθ= − + ∫∫ −−=
ty

y

dtVgtdy
0

0

0

)sin( θ

0 siny

dy
V gt V

dt
θ= = − +

g
dt

dVy −=

2

2

1
)sin( gttVyy −+= θ00
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32حسينی ھاشمی

θ

V0

X

y

y0

x0

o

0r

مدت زمان رسيدن به نقطه اوج  

θθ sinsin 00 0 VgtVgtVy +−=⇒+−=

0sinVt
g

θ=
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33حسينی ھاشمی

θ

V0

X

y

y0

x0

o

0r

مختصات نقطه اوج 
0sinVt
g

θ=2

2

1
)sin( gttVyy −+= θ00

2)
sin

(
2

1
)

sin
)(sin(

g

V
g

g

V
Vyy

θθθ 00
00 −+=

g

V
yy

2

)sin( 2θ0
0 +=

0yy−
y
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34حسينی ھاشمی

θ

V0

X

y

y0

x0

o

0r

0yy−
y

معادله مسير 
2

2

1
)sin( gttVyy −+= θ00tVxx )cos( θ00 +=

θcos0

0

V

xx
t

−= 2)
cos

(
2

1
tan)(

θ
θ

0

0
00 V

xx
gxxyy

−−−+=
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35حسينی ھاشمی

dS

A,t

S

dθ

ρ+dρ

ρ

ρρρρ : : : : مسيرانحنايشعاع         

   تشريح حركت منخني الخط در دستگاه قائم و مماسي1-5

B,t+dt

θρ dds =

θρθρθρθρρ ddddddds =+=+= )(

t

n
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36حسينی ھاشمی

A,t

S

dθ

ρ+dρ

ρ

        

B,t+dt

ρωθρθρ ==== ɺ

dt

d

dt

ds
V

ttt eeeVV ρωθρ === ɺ

te  كه مماس بر مسيربردار ي

ttt eVeV
dt

Vd
aeVV ɺɺ +==⇒=

teɺ َمشتق بردار يكه        بر حسب زمانte

مثلث متساوي الساقين
te

te

ted

dθ

dt

ed
e t

t =ɺ

nntt ededeed θ== .θθθ dddede tt === )1(

در جهت       است  teɺted

te

te

ne

ne

nnn
t

t eee
dt

d

dt

ed
e ωθθ ==== ɺɺ

ne  كه قايم بر مسيربردار ي
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A,t

S

dθ

ρ+dρ

ρ

        

B,t+dt

tt eVeVa ɺɺ +=

te

te

ne

ne

ntnt eVeVeVeVa ωθ +=+= ɺɺɺ

nnt eee ωθ == ɺɺ

nntt eaeaa +=









====

+=+==

ρ
ρωθρθ

ραωρθρθρ
2

22 V
Va

Va

n

t

ɺɺ

ɺɺɺɺɺɺ

22
nt aaa +=

ρωθρ == ɺV
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باشد در صورتي كه در حركت منحني الخط تندي يعني اندازه بردار سرعت ثابت   
: داريم 

nntnt aaaaaButaVcteV =+=→≠=⇒=→= 22:  0  00ɺ

  : و در صورتي كه مسير دايره باشد  









==

===
→=→==

R

VV
a

Ra

cteR
n

t

22

ρ

αθρρα
ρρ

ɺɺ

ɺ 0









====

+=+==

ρ
ρωθρθ

ραωρθρθρ
2

22 V
Va

Va

n

t

ɺɺ

ɺɺɺɺɺɺ نكات مهم  
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تشريح حركت منحني الخط در دستگاه مختصات قطبي   1-6

re

re

S

A,t

r

θ

θ

re

θθθ dddede rr === )1(

θe

re
θe

dθ

θd

red
θθθ ωθθ

eee
dt

d

dt

ed
e r

r ==== ɺɺ

rerr =

rr erer
dt

rd
V ɺɺ +==

θθ θededeed rr ==

?==
dt

ed
e r

rɺ

B,t+dt

re

θe
rبردار يكه در امتداد  

θبردار يكه در امتداد 

o
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S

A,t

r

θ

θ

reθe

reθe

dθ

θθ ωθ eeer == ɺɺ





==

=

ωθθ rrV

rVr

ɺ

ɺ

rr ererV ɺɺ +=

θθ ererV r
ɺɺ +=

θθ eVeVV rr +=

θθθ θθθ ererererer
dt

Vd
a rr ɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺ ++++==
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S

A,t

r

θ

θ

reθe

reθe

dθ

θθθ θθθ ererererera rr ɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺ ++++=

?=θeɺ
θe

θe

θed

θd

θθθθθ dddede === )1(

rr ededeed θθθ −=−=

rr ee
dt

d

dt

ed
e θθθ

θ
ɺɺ −=−==

θθθ θθθθθθ errerrerererera rrr )2()(2 22 ɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺ ++−=−++=







+=

−=
→+=

θθ
θ

θ
θθ

ɺɺɺɺ

ɺɺɺ

rra

rra
eaeaa r

rr
2

2

θθ ωθ eeer == ɺɺ

θθθθ errerra r )2()( 2 ɺɺɺɺɺɺɺ ++−=
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θ,tاگر مسير حركت دايره باشد : حالت خاص r

n

r=R 0==→== rrcteRr ɺɺɺ

θθ ererV r
ɺɺ +=

tt eReReReRerV θωωθθ θθθ
ɺɺɺ =====

2θɺɺɺ rrar −=
22 θθ ɺɺ Rrar −=−=

θθθ
ɺɺɺɺ rra 2+=

tnrrr eReReReReaeaa αθαθ θθθ +=+−=+= 22 ɺɺ

αθθ Rra == ɺɺ

  .  است n, t همان امتداد r, θامتداد  

tee =θ nr ee −=
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SKa 2−=

Y

Y

 yyور يك لغزنده مطابق شكل به وسيله دو فنر مهار شده است مي تواند حول مح  :مثال 
مطلوب است .مي باشد V=V0 برابر صفر و t ,sبه هنگام عبور از حالت تعادل .  نوسان كند

و همچنين دوره تناوب لغزنده  . بر حسب زمان  V و سرعت Sتعيين روابطي براي جابجايي 
) مقدار ثابت استK(داده شود  در صورتي كه شتاب حركت به صورت    

مسايل
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02 =+ SKSɺɺ   معادله همگن خطي مرتبه دوم

روش معادله ديفرانسيل :  روش اول  

( )2 2 2 20 0t t te K e K eλ λ λλ λ+ = → + =
2 20te k ikλ λ λ≠ → = − = ±

i k t ik tS A e B e −= +

( ) ( )S A c o s k t is in K t B c o s k t is in K t= + + −

1 2S C coskt C sinkt= +

( ) ( )S A B coskt i A B sinkt= + + −

1 1 2S C K sinkt C KcosKt= − +ɺ

2t tS e S eλ λλ λ= =ɺ ɺɺtS eλ= →
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K

Vo

K

Vo

π2
2

π

با اعمال شرايط اوليه 

s

kt

oV
S Sinkt

K
→ =

2K t π=

2
T

K

π=

0

0

o

t

S

V V

=
 =
 =

0
2 2o

V
V C K C

K
= → =

1 0C→ =
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  روش انتگرالي  : روش دوم  

SdsKadsVdv 2−==

∫ ∫−=→
∫ V

V

S

o

SdsKVdV
0

2

dtV

V

Sk

ds

V

Sk
V

dt

ds
V 0

2
0

222
0

22

0

1

1 =
−

→−==

ds
V S

dt
= = ɺ

dv
a V S

dt
= = = ɺɺɺ,

( )2 2 2 2 2 2 2 2
0 0

1 1

2 2
V V K S V V K S− = − → − = −

2 2 2 2
2 2

0 02 2
0 0

1 1
k S k S

V V V V
V V

 
= − → = − 

 
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0 2 20 0

2
0

1

t S

o

ds
V dt V t

k S

V

= =
−

∫ ∫

oV
ds cos d

K
α α=

2 2

2
0

1

o oV cos d Vds
d

K cos Kk S

V

α α α
α

→ = =
−

1

0

2 20 0

2
0

1

ks
S sin

o V
Vds

d
Kk S

V

α
−

=
−

∫ ∫

1o
o

o o

V Ks Ks
sin V t sinKt

K V V
−= = → =

oV
S sinKt

K
=

1

0

0 0S

KS
S S sin

V

α

α −

= =

 = =


o

Ks
sin

V
α=oV

S sin
K

α=
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S
m

1000

3000

بق شكل به  دستگاهي متشكل از سه فنر براي جلوگيري از حركت افقي جرم بزرگي مطا  ::مثالمثال
دو فنر . مي باشد m/s 40در هنگام تماس جرم با دستگاه سرعت جرم برابر با   .كار مي رود

فنر وسطي موجب . بيروني يك شتاب منفي متناسب با فشردگي فنر  به وجود مي آورند
مطلوب .  است، مي شود0.5mافزايش اين شتاب منفي به هنگامي كه فشردگي فنر بيشتر از  

؟است تعيين حداكثر فشردگي فنرهاي بيروني

m/sec40

0.5 1

m/sec a
2

I

5.0020001 ≤≤= SSa

15.0100040002 ≤≤−= SSa

II
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  :روش انتگرالي
SdsadsVdV 2000−==
  .هر دو شتاب ها كاهنده هستند، پس علامت منفي دارند

∫ ∫−=
V

SdsVdV
40

5.0

0
2000

( ) )25.0( 100016002
1 2 −=−V

( )dsSadsVdV 10004000 +−==

∫ ∫ ∫+−=
0

1110 5.0 5.0
10004000

S S
dsSdsVdV

055100200 2 =−− SS

mS 83.0=

smV / 1110=

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


50حسينی ھاشمی

KK ,

  . حل معادله ديفرانسيل تنها راه حل مي باشد

ا زمان و  ذره اي كه روي يك خط راست حركت مي كند، تحت تاثير نيرويي متناسب ب     :مثال
شتاب ذره به وسيله رابطه                       . نيروي كاهنده متناسب با جابجايي قرار گرفته است 

 در  t به صورت تابعى از Sمطلوب است تعيين  . مقادير ثابت اندداده مي شود؛ كه در آن 
.   برابر صفر باشندt=0در لحظه ي   صورتي كه  

SKtKa 2−=

SS,
.

SKtKS 2−=ɺɺ tKSKS =+ 2ɺɺ
ph SSS   +=

02 =+ SKSɺɺ CosKtCSinKtCS h 21 += tCS p 3=

tCCosktCSinktCS 321 ++=

tCSinktCSCS
t

312

0

00 +=→=→=
=

321 CSinKtkCKCosKtCS +−=ɺ

31

0

00 CKCS
t

+=→=
=

ɺ

CosktKCSinKtKCS 2
2

2
1 −−=ɺɺ

KCC 13 −= )(1 ktSinktCS −=→
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  :با جاگذاري                              در معادله غير همگن

( )SinktKt
K

K
S −=

3

tKSKS =+ 2ɺɺ
31 K

K
C −=→

)(1 ktSinktCS −=
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 از زمين در حال حركت است از ايستگاهي زميني   hهواپيمايي كه در ارتفاع   :مثال
مطلوبست سرعت و شتاب خطي هواپيما؟  . مشاهده مي شود

S

h

∆θθ

θθ tantan hS
h

S =→=

: از طرفين نسبت به زمان مشتق ميگيريم

( )θθ 2tan1 +== ɺh
dt

ds
V

ω
θ2cos

h
V =
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ω
θ2cos

h
V =








 +==
θ

θθωθθω
4

2 2

Cos

SinCosCos
haV

ɺɺ
ɺ








 +=
θ

θωθα
4

22 2

Cos

SinCos
ha
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b

h

s

x

y

z

θ

 رديابي مي O در جهت افقي در پرواز است از ايستگاه زميني    Vهواپيمايي كه با سرعت   :مثال 
با استفاده .   مشخص مي شود، مي چرخدO در صفحه اي كه با خط پرواز و نقطه   OAشعاع . شود

بدست θ را به صورت برداري بر حسب OA سرعت زاويه اي شعاع   (xyz)از دستگاه مختصات 
 ).  نيز قائم استZمحور .  مي گذردO موازي با جهت پرواز انتخاب شده و از  yمحور (. آوريد 

22
tan

hb

S

+
=θ

22tan hbS +=→ θ

A

o

B

θ
θθθ

2

22
222

cos
)tan1(

. hb
hbVS

+=++==
ɺ

ɺ

22

2cos

hb

V

+
== θωθɺ
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b

h

s

x

y

z

θ

A

o

B

h

b

)(
cos

22

2

kbih
hb

V +
+

−= θω

ω

)( ki zx ωωω +−=
b

h

z

x =
ω
ω

2
2

2
222 )1( zzx b

h ωωωω +=+=

ωω
22 hb

b
z

+
=

22

2cos

hb

Vb
z +

= θω 22

2cos

hb

Vh
x +

= θω
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 در روي يك مسير منحني به معادله      vذره اي با تندي ثابت  : مثال
 x و vبردار شتاب ذره را در دستگاه قائم و مماس بر حسب           . حركت مي كند  

 .رتي بيابيد ارائه كرده و با استفاده از آن بردار شتاب را در دستگاه مختصات دكا         

23xy =

ntnntt e
v

eveaeaa
ρ

2

+=+= ɺ  0=→= vctev ɺ

ne
v

a
ρ

2

=  
2/32

22

])/(1[

1

dxdy

dxyd

+
=

ρ x
dx

dy
6= 6

2

2

=
dx

yd
  

2/32 )361(

61

x+
=

ρ 6

)361( 2/32x+=→ ρ

2/32

22

)361(

6

x

vv
a n +

==
ρ

ne
x

v
a

2/32

2

)361(

6

+
=
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)sin(cos
)361(

6
2/32

2

ij
x

v
a θθ −

+
=

2
2

2
2

361

1
cos

cos

1
1

x
tg

+
=→=+ θ

θ
θ

y

eten

X

θ
θ

ije n θθ sincos −=

x
dx

dy
6tan ==θ

2361

1
cos

x+
=θ

2361

6
sin

x

x

+
=θ

)6(
)361(

6
22

2

jxi
x

v
a +

+
= 
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 سرعت آن برحسب متر برثانيه توسط Yذره اي بترتيبي حركت مي كند كه مولفه  مثال
       برحسب متر برمجذور ثانيه با رابطه x رابطه                و شتاب آن در جهت  

معادله مسير .   و           مي باشدx=0 و  Y=2m هست   t=0بهنگاميكه . داده شده است
 متر 18 آن به x ذره را پيدا كرده و اندازه بردار سرعت ذره را براي لحظه اي كه مختص 

. برسد محاسبه كنيد

4xa t=
0xV =

8yV t=

ty
dt

dy
Vy 8=== ɺ

00 == xVt

8dy t dt=

2 0
8

y t
dy t dt=∫ ∫ 22 4y t− =

∫ ∫=xV t

x dttdv
0 0

4 22tVx =⇒

t
dt

dv
a x

x 4== dttdv x 4=⇒
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∫ ∫=
x t

dttdx
0 0

22

:داريم  y,x بين tبا حذف 

( )
2

2

4

2 2
1

2 −=⇒
−= y

t
y

t
( ) ( )

12

2

8

2

3

2 2
3

2
3

−=−= yy
x

22tx
dt

dx
Vx === ɺ 0,0 == xt

3

3

2
tx =⇒

dttdx 22=⇒

22 4y t− =

( ) 23 1442 xy =−
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: از رابطه

smVtV yy /248 =⇒=

smVtV xx /182 2 =⇒=

sec3022 mVVV yx =+=

Secttttx 327
3

2
18

3

2 333 =⇒==⇒=
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  xyبردار جابجايي ذره اي در روي يك مسير منحني الخط واقع در صفحه     ) مثال
بوسيله رابطه

( ) ( ) jttitr 1516424 2 +−++=
: داده شده است مطلوبست

a (  بردارهاي سرعت و شتاب ذره
b ( زماني كه بردار سرعت بر بردار جابجايي عمود است
c (معادله مسير ذره

( ) ( ) jttitr 1516424 2 +−++=

( )4 8 16
dr

V r i t j
dt

= = + − =ɺ

8
dr

a V r j
dt

= = = =ɺ ɺɺ
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( ) ( ) ( )
( ) 0)29204(12969244

015164168244.
223 =+−−=−+−

=+−−++=
tttttt

ttttrV

t=1 secتنها ريشه حقيقي  

( ) ( ) 245
4

1
15242

4

1 22 +−=+−−−= xxxxy

. مسير حركت يك سهمي است

24 += tx 15164 2 +−= tty
4

2−= x
t

( ) ( ) jttitr 1516424 2 +−++=
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 زير   نشان دهيد كه شعاع انحناي مسير در يك حركت منحني الخط بوسيله رابطه    مثال 
داده مي شود

 همچنين در صورتيكه بردار وضعيت ذره اي بوسيله رابطه   
aV

V

×
=

3

ρ

jtbittbr )cos1()sin( −++=

. دداده شود شعاع انحناي مسير و بردار يكه مماس بر مسير را محاسبه كني  

( )
2 3

t t n p

V V
V a V e V e e e

ρ ρ
 

× = × + = 
 
ɺ

3 3V V
V a

V a
ρ

ρ
× = ⇒ =

×

2

t n

V
a V e e

ρ
= +ɺ

tV V e=

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


64حسينی ھاشمی

( ) ( )
( ) jtbitbrV

jtbittbr

sincos1

cos1sin

++==

−++=

ɺ jtbitbrVa cossin +−=== ɺɺɺ

( ) ( )
( )tbaV

ktbktbkttbaV

cos1

cos1sincoscos1
2

2222

+=×
+=++=×

( ) ( )
1

2 22 2 21 cos sin 2 1 cos 2 cos
2

t
V b t b t b t b = + + = + = 

2
cos4

2
cos2

2
cos8

22

33

t
b

t
b

t
b

==ρ
2

cos4
t

b=ρ

aV

V

×
=

3

ρ
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( )
j

t
i

t
j

t
b

tb
i

t
b

tb

V

V
et 2

sin
2

cos

2
cos2

sin

2
cos2

cos1 +=++==

j
t

i
t

et 2
sin

2
cos +=

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


66حسينی ھاشمی

 نشان دهيد كه شعاع انحناي مسير در يك حركت منحني الخط بوسيله رابطه   ) مثال

  بترتيب بزرگي هاي بردار سرعت و شتاب هستد همچنين  a,Vداده مي شود كه در آن  
: نشان دهيد

2
2

2

11







−=
dt

dV
a

Vρ

( )[ ] 2
3/1

/1
2

22

dxdy

dxyd

+
=

ρ
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2

22
222 V

V
aaa

eaeaa

tn

ttnn

ɺ+







=+=

+=

ρ
2

2
2

22
2

22
2 111








−=−=⇒−=
dt

dV
a

V
Va

V
Va

V
ɺɺ

ρρ

jyixVarjyixVrjyixr ɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺ +===+==+=

kxykyxaV ɺɺɺɺɺɺ −=×

2
2

2

11







−=
dt

dV
a

Vρ

xyyxaV ɺɺɺɺɺɺ −=×⇒

( ) 2
1

yxV ɺɺ+=
aV

V
But

×
=

3

ρ
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( ) 2
3

22
3

1

yx

xyyx

V

aV

ɺɺ

ɺɺɺɺɺɺ

+

−=
×

=
ρ

322

2 11

x

yxxy

x

yxxy

xx

y

dt

d

xdx

dt

x

y

dt

d

x

y

dx

d

dx

yd
ɺ

ɺɺɺɺɺɺ

ɺ

ɺɺɺɺɺɺ

ɺɺ

ɺ

ɺɺ

ɺ

ɺ

ɺ −=






 −=






=






=






=



















+=






+=+
2

2
2

2222 1
dx

dy
x

dx

dy
xxyx ɺɺɺɺɺ

:

dy
y dydtBut

dxx dx
dt

= =
ɺ

ɺ

( ) 2
3

2
3

223

2
3

22

1

/1



















+

=
+

−=

dx

dy
x

dxydx

yx

xyyx

ɺ

ɺ

ɺɺ

ɺɺɺɺɺɺ

ρ 2
3

2

22

1

/1



















+

=

dx

dy

dxyd

ρ
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 روي يك منحني بنام   Aيك بادامك مطابق شكل سبب مي شود سا چمه   ) مثال
     b>cه در آن  ليماسون حركت كند معادله منحني بصورت                        است ك 

 بادامك  اگر بازوي شيار دار با سرعت زاويه اي ثابت           دوران كند ولي    . مي باشد
.  تعيين كنيدθ شتاب ساچمه را بر حسب  aنچرخد 

r b c cosθ= −
ωθ =ɺ

r

A

θ

O
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0=→== θωθ ɺɺɺ cte

2r c sin c cosθ θ θ θ= +ɺɺ ɺɺɺ

cosr b c θ= −

( )
( )

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

cos 2 sin

2 2

4 4 cos 4 sin

r

r

a c b c cos e c e

a c cos b e c sin e

a c cos b bc c

θ

θ

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

= − + +

= − +

= + − +

ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ

ɺ

222 cos44 bbcca +−= θω

2( ) ( 2 )ra r r e r r eθθ θ θ= − + +ɺ ɺɺ ɺɺɺ ɺ

r c sinθ θ= ɺɺ
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 B,Aجهت حركت يك نوار پهن در دستگاه كنترل عددي بوسيله دو قرقره   ) مثال
 18m/s به 2m/sمطابق شكل تغيير مي كند اگر سرعت نوار بطور يكنواخت با زمان از   

ر نقطه  از نوار از روي قرقره ها عبور مي كند افزايش يابد بزرگي شتاب را د 8mماداميكه 
P يعني نقطه تماس قرقره B     3 و نوار در لحظه اي كه سرعت نوار برابرm/s  هست پيدا

. كنيد

150m
m

p

B

A
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مي توانيم شتاب مماسي يعني          را محاسبه كنيم پس VdV=adSاز رابطه   
ta

∫∫ =⇒=
8

0

18

2

dSaVdVdSaVdV tt
[ ]8

0

18

2

2

2

1
SaV t=






2 2
23600 400 4000 63.02

secn t
ma a a= + = + = =

( ) tt aa 816084324
2

1 ==− 2sec/20mat =

2

2

sec
60

150

10009 mV
an =×==

ρ 2sec
60man =

263.02
sec

ma =
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حركت نسبي محورهاي مقايسه انتقالي 2-1

BA rr , بردارهاي وضعيت مطلق ذرات 

BABABABA aaaVVV // +=→+= ɺɺɺ

Y

X

/A B
r A

B

rA

rB

O

y

x

BABA rrr /+=

BABABABA VVVrrr // +=→+= ɺɺɺ

jyixVrjyixr BABABA ɺɺɺ +==⇒+= ///

jyixar BABA ɺɺɺɺɺɺ +== //

 حركت نسبي -2
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ABAB aaa /+=









−=
−=
−=

ABBA

ABBA

ABBA

aa

VV

rr

//

//

//

Y

X

rB
rA

/B A
r

y

xA

B

/B A B Ar r r= +

/B A B AV V V= +
/A B ABr r r→ = +ɺ ɺ ɺ

/B A B AV V V→ = +ɺ ɺ ɺ
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Motorpool Motorpool

بعنوان مثال

ixr BA =/

BABABA VVixrV −=== ɺɺ //

iVVixV BABA )(/ −== ɺ

Y

X

rA

rB

y

x /A Br

VB=20km/h VA=10km/h

B A

h

km
VVVx BABA 102010/ −=−=−==ɺ
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حركت نسبي محورهاي مقايسه چرخان 2-2

Y

X

rB
rA

/A Br

y

x

A

B

B
ABA rrr +=

B
ABAB

ABA vvvrrr +=→+= ɺɺɺ

B
ABA aaa +=

jyjyixixrv
B

A
B

A
ɺɺɺɺɺ +++==→

O

→+= BABA rrr /ɺɺɺɺɺɺ

jyixr
B

A +=
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θθ dddi == )1(

θθ dddj == )1(

j
dt

id
i θɺɺ ==

i
dt

jd
j θɺɺ −==

kk θωω ɺ==

ijikiki ɺɺɺɺ ==×=×=× θθθω )()(

jijkjkj ɺɺɺɺ =−=×=×=× θθθω )()(

j

j

i

i

id
jd

dθ
dθ

X

X

y

y

امتداد و جهت بردار 
امتداد و جهت بردار 

iɺ
jɺ
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)(

)()(

jyixjyix

jyixjyixjyixjyixv
B

A

+×++=

×+×++=+++=

ω

ωω

ɺɺ

ɺɺɺɺɺɺ

jyixv l ɺɺ +=Re

 مـي   Bسرعتي است كه ناظر متصل بـه        : مفهوم
 اندازه گيري كنـد اگـر محورهـا         Aتوانست براي   

!ودندچرخان نب

B
A

B
A

B
A rra ɺɺ ×+×+= ωω

jyixiyixv l
ɺɺɺɺɺɺɺɺɺ +++=Re )( jyixjyix ɺɺɺɺɺɺ +×++= ω

lvReɺB
AlB

A
B

A rvrv ×+== ωReɺ

jyixa l ɺɺɺɺ +=Re

 A مي توانست براي Bشتابي كه ناظر متصل به : مفهوم
. ودنداندازه گيري كند در صورتيكه محور ها چرخان  ب 

lll vav ReReRe ×+= ωɺ
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lll vav ReReRe ×+= ωɺ

)( ReReRe B
AlB

AllB
A rvrvaa ×+×+×+×+= ωωωω ɺ

)(2 ReRe B
A

B
All rrva ××+×+×+= ωωωω ɺ

B
ABA aaa +=

)(2 ReRe B
A

B
AllBA rrvaaa ××+×+×++= ωωωω ɺ

lvRe2 ×ω : شتاب كريوليس

B
A

B
A

B
A rra ɺɺ ×+×+= ωωlvReɺ

B
AlB

A
B

A rvrv ×+== ωReɺ

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


80حسينی ھاشمی

B

P,A

x

y

X

Y

O

Pمسير ذره فرضي 

Aمسير ذره 

Re )l na

Re )l ta

/ )PB na

/ )P B ta

 تشريح شتاب ها2-3

)(2 //ReRe BABAllBA rrVaaa ××+×+×++= ωωωω ɺ

nltll aaa )) ReReRe += sa tl ɺɺ=)Re

ρ/) 2
ReRe lnl va =

// ) A BP B ta rω= ×ɺ

// ) ( )A BP B na rω ω= × ×

/ / /) )P B P B P Bt na a a= +

ωɺBAtBP ra // ) = ω2
// ) BAnBP ra =

Re Re /

Re Re Re Re

2

2 2
A B l l P B

B l l P B l l P

a a a V a

a a V a a a V a

ω
ω ω

= + + × +
= + + × + − = + × +
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B

P,A

x

y

X

Y

O

Pمسير ذره فرضي 

Aمسير ذره 

Re )l na

Re )l ta

/ )PB na

/ )P B ta

Re2 lVω×

llPA

PllA

Vaa

aVaa

ReRe/

ReRe

2

2

×+=
+×+=

ω
ω

llPA Vaa ReRe/ 2 ×+= ω

: براي محورهاي چرخان 

lPA aa Re/ =

: براي محورهاي غير چرخان 

/ / Re) ) 2A P A P la a Vω− = ×
چرخان غير چرخان
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 Aشتاب كريوليس عبارتست از اختلاف شتاب ذره        
 به هنگامي كه از محورهاي    Pنسبت به ذره تصوري  

. چرخان و غير چرخان اندازه گيري مي شود       
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 نوسان مي كند در صورتي كه جا به  O در يك شيار حول نقطه ي ساكن   Aلغزنده  :مثال
  باشد، شتاب لغزنده را پيدا θجايي زاويه اي ديسكي كه اين شيار بر روي آن تعبيه شده است        

  .كنيد

A

θ

Y

X

x

y

AA B B
r r r= +

A

θ

X

Y

y

B

x

O

O

A

Y

x

y

A

O,B

Br
Ar

B
Ar

X

0=Br

ixrr
B

AA ==

مسايل

O
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X

Y

x

y

A

O,B kωω =

ixrr
B

AA ==

ii ×=ωɺ

B
AAA rVr

dt

d
ɺ==

( )AV xi xiω= + ×ɺ

( )AV xi x k i xi x jω ω= + × = +ɺ ɺ

ixixV A
ɺɺ +=

2 2( ) (2 )Aa xi x j x j x j xi x x i x x jω ω ω ω ω ω ω= + + + − = − + +ɺ ɺɺɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺ

jxxixxa A )2()( 2 θθθ ɺɺɺɺɺɺɺ ++−= شتاب كريوليس θɺɺx2

j jω= ×ɺ
A A

d
V a xi xi x j x j x j

dt
ω ω ω= = + + + +ɺ ɺɺɺɺ ɺ ɺ
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A

B

چپ حركت  بطرفmm/s 150 با سرعت B در موقعيت نشانداده شده در شكل لغزنده :مثال
  C سرعت قسمت  -3  از كابل      C سرعت قسمت  -A    2 سرعت لغزنده -1ميكند مطلوبست 

  Bاز كابل نسبت به لغزنده 

C
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A

B

C

xA

xC
xB

vB = 150 mm/s

02 =+ BA xx ɺɺ

ctexxxx ABBA =−++ )(2 ctexx BA =+2

: طول ريسمان ثابت است بنابراين ميتوانيم بنويسيم  

02 =+ BA vv

smmvB /150= BA vv 2−=

smmvA /300−= smmvA /300= بطرف راست

ctexx CA =+2 02 =+⇒ CA xx ɺɺ smmvv AC /6002 =−=⇒ بطرف چپ

⇒+=
B

Cvii 150600⇒+=
B

CBC vvv i
B

Cv 450=

smm
B

Cv /450= بطرف چپ

x
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 بطرف شرق حركت ميكند بنظر ميرسد كه باد از 8km/h براي كشتي كه با سرعت :مثال
 بطرف 8km/hبعد از اينكه كشتي مسير خود را تغير داده وبا سرعت . طرف جنوب ميوزد

فرض كنيد كه .شمال رهسپارمشود بنظر ميرسد كه باد از طرف جنوب غربي ميوزد 
ت واقعي  سرعت باد در مدت زمان مشاهده ثابت باشد در اين صورت بزرگي وجهت سرع

  .باد را تعيين كنيد

Eشرق

Nشمال Nشمال

Eشرق

Sجنوب 

Wغرب  x

y

450
2/swv

2sv

) 1(وضعيت  x) 2(وضعيت 

y
1sv

/ 1w sv
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Ny

E
x

vs1

vw/s1

شرق

شمال Nشمال

Eشرق

Sجنوب 

Wغرب  x

y

450
2/swv

2sv

) 1(وضعيت  ) 2(وضعيت 

1sv 2sv

1/ swv 2/ swv
) 1(سرعت مطلق كشتي در وضعيت  ) 2(سرعت مطلق كشتي در وضعيت 

)1( سرعت باد نسبت به كشتي در وضعيت )2( سرعت باد نسبت به كشتي در وضعيت 

1/1 swsw vvv += jviv sww 1/8 +=ivs 81 = jvv swsw 1/1/ =

2/2 swsw vvv += jvs 82 = )45sin45(cos2/2/ jivv swsw +=

2/2

2 )(8 sww vjijv ++= jvivv swsww )( 2/2

2
2/2

2
8++=
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jvivv swsww )( 2/2

2
2/2

2
8++=

82/2

2 =swv

2/2

2
1/ 8 swsw vv += } ⇒

161/ =swv
282/ =swv{

jviv sww 1/8 +=

jivw 168 += 58168 22 =+=wv

o44.632tan =⇒= θθ
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S

r

A

O

Z

Y

X

 تشريح حركت منحني الخط در دستگاه مختصات كارتزين 3-1

حركت منحني الخط در فضا       -3

kzjyixr ++=

kvjvivkzjyix
dt

rd
v zyx ++=++== ɺɺɺ

kajaiakzjyix
dt

vd
a zyx ++=++== ɺɺɺɺɺɺ

xax ɺɺ= yay ɺɺ= zaz ɺɺ=

xvx ɺ= yvy ɺ= zv z= ɺ
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 تعيين مشتقات زماني بردارهاي يكه3-2

jyixjyixrr
dt

d
B

A
B

A ɺɺɺɺɺ +++==

B
A

B
A rjyixr

jj

ii
×++=→







×=
×=

ω
ω
ω

ɺɺɺ
ɺ

ɺ

jyixr
B

A +=

.  برقرار باشدAاين رابطه مي تواند براي هر بردار دلخواهي مثل   

) ) AAA xyXY ×+= ωɺɺ

 نسبت به دستگاه Aمشتق زماني بردار 
مختصات مرجع ثابت

 نسبت به دستگاه Aمشتق زماني بردار 
مختصات مرجع چرخان
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 : يك بردار يكه باشد در اين صورت   Aاگر بردار 

) ) AAA xyzXYZ ×+= ωɺɺ

AA ×=ωɺ

  .كرداز اين رابطه ميتوان جهت تعيين مشتقات زماني بردارهاي يكه استفاده    
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x

y

z

re

θe

ze

θ

zz ee ×=ωɺ

zz ee θωω ɺ==

r

AA ×= ωɺ

rr ee ×=ωɺ θθ ω ee ×=ɺ

0=×= zzz eee θɺɺ

zr ezerR +=

zr ezererv ɺɺɺ ++= θθ

θθθ eeee rzr
ɺɺɺ =×=

rz eeee θθ θθ
ɺɺɺ −=×=

بردار وضعيت

zzrr ezezererRv ɺɺɺɺɺ +++==

rvr ɺ= θθ
ɺrv = zvz ɺ=zzrr evevevv ++= θθ

θθ eer
ɺɺ =

ree θθ
ɺɺ −=

0=zeɺ

R
O

 تشريح حركت منحني الخط در دستگاه مختصات استوانه اي 3-3
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zzrr eaeaeaa ++= θθ









=
+=

−=

za

rra

rra

z

r

ɺɺ

ɺɺɺɺ

ɺɺɺ

θθ
θ

θ 2

2

zr ezererv ɺɺɺ ++= θθ

zzrr ezezerererererva ɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺ ++++++== θθθ θθθ

zrr ezerererer ɺɺɺɺɺɺɺɺɺ +−++= 22 θθθ θθ

2( ) (2 )r za r r e r r e zeθθ θ θ= − + + +ɺ ɺ ɺɺɺɺ ɺ ɺɺ
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y

x

z

ϕ

RRRRθ
ϕϕ ω ee ×=ɺ

RR ee ×=ωɺ θθ ω ee ×=ɺ

ke ϕθω ϕ ɺɺ +=

Re

θe

re

k

θ

r

z

Re

θe

ϕe

θθθ eek R sincos −=

cos sinRe e eθ φω φ θ φ θ θ= − +ɺ ɺ ɺ

O

O

r

 تشريح حركت منحني الخط در دستگاه مختصات كروي 3-4
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ϕθ

ϕθ

θϕθω θθϕθϕ ee

eee

ee

r

RR sin

001

sincos ɺɺɺ ɺɺɺ +==×= −

                                               

                         

                                   

ϕ

ϕθ

θθ θϕθω θθϕθϕ ee

eee

ee R

R

cos

010

sincos ɺɺɺ ɺɺɺ +−==×= −

                                   

               

                                   

θ

ϕθ

ϕϕ θϕθϕω θθϕθϕ ee

eee

ee R

R

cossin

100
sincos ɺɺɺ ɺɺɺ −−==×= −
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RR Re=

ϕϕθθ evevevv RR ++=

ϕθ θϕθ eeeR sinɺɺɺ += ϕθ θϕθ eee R cosɺɺɺ +−=

θϕ θϕθϕ eee R cossin ɺɺɺ −−=

( sin )RR e R e eθ φθ φ= + +ɺɺ
RR eReRRv ɺɺɺ +==

sinv Rϕ φ θ= ɺv Rθ θ= ɺ
Rv R= ɺ

ϕθ θϕθ eReReRv R sinɺɺɺ ++=
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ϕϕϕϕ

θθθ

θϕθθϕθϕθϕ
θθθ

eReReReR

eReReReReRva RR

ɺɺɺɺɺɺɺɺ

ɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺɺ

sincossinsin ++++

++++==

θϕϕ

θϕθ

θθϕθϕθϕθϕθ

θθθϕθ

eReReReR

eReReReReRa

R

RR

cossinsinsincos

sin22
222

2

ɺɺɺɺɺɺ

ɺɺɺɺɺɺɺɺɺ

−−++

−+++=

ϕθ θϕθ eReReRv R sinɺɺɺ ++=

ϕϕθθ eaeaeaa RR ++=

ϕ

θ

θϕθϕθθϕ
θθϕθθθϕθ

eRRR

eRRReRRRa R

)sincos2sin2(

)cossin2()sin( 2222

ɺɺɺɺɺɺ

ɺɺɺɺɺɺɺɺɺ

+++

−++−−=
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θϕθϕθθϕϕ sincos2sin2 ɺɺɺɺɺɺ RRRa ++=

θϕθ 222 sinɺɺɺɺ RRRaR −−=

θθϕθθθ cossin2 2
ɺɺɺɺɺ RRRa −+=
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 رابطه ما بين نيرو، جرم و شتاب4-1

c
a

F

a

F

a

F ==== .........
3

3

2

2

1

1 

اندازه كمي لختي يااينرسي ذره 

مقاومت در مقابل تغيير حركت: اينرسي

cm =

F  :رابطه ديناميك براي حركت انتقالي
m F ma

a
= → = →

)(/. 2 mksNsmkgF ==

)(/. 2 cgsdynescmgrF ==

واحد 

واحد 

c
a

F =
1

1

F ma=∑

 معادلات ديناميكي حركت    -4
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x

y

z

1F

2F

3F

••••

••••

=

=

kFFjFFiFFF zzyyxx ...)(...)(...)( 212121 ++++++++=∑
kFjFiFF zyx ∑∑∑∑ ++=

  معادلات ديناميكي حركت در دستگاه مختصات كارتزين و دكارتي4-2

o

kFjFiFF

kFjFiFF

zyx

zyx

2222

1111

++=

++=

•••• =
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)( kajaiamkFjFiFamF zyxzyx ++=++→= ∑∑∑∑

a :  بردار شتاب حاصل از عملكرد نيروها  

kzjyixa ɺɺɺɺɺɺ ++=

zmmaFymmaFxmmaF zzyyxx ɺɺɺɺɺɺ ====== ∑∑∑              

kajaiaa zyx ++=

zzyyxx maFmaFmaF === ∑∑∑                             

kzjyixr ++= kzjyixv ɺɺɺ ++=

(x,y) معادلات ديناميكي حركت ذره مادي در دستگاه مختصات دكارتي  

xmmaF xx ɺɺ==∑  ymmaF yy ɺɺ==∑
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x

y

z

re

θe

ze

θ
r

R

O

 معادلات ديناميكي حركت در دستگاه مختصات4-3
 استوانه اي و قطبي

zzrr

zzrr

eFeFeFF

eFeFeFF

2222

1111

++=
++=

θθ

θθ

1F

2F3F

•••• =

•••• =
•••• =

∑∑∑∑
∑

++=

++++++++=

zzrr

zzzrrr

eFeFeFF

eFFeFFeFFF

θθ

θθθ ...)(...)(...)( 212121

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


104حسينی ھاشمی

zzrr maFmaFmaF === ∑∑∑                     θθ

  :معادلات ديناميكي حركت ذره مادي در دستگاه قطبي

بردار شتاب حاصل از عملکرد نيروھا : a

2( ) (2 )r za r r e r r e zeθθ θ θ= − + + +ɺ ɺ ɺɺɺɺ ɺ ɺɺ

)( zzrrzzrr eaeaeameFeFeFamF ++=++→= ∑∑∑∑ θθθθ

zzrr eaeaeaa ++= θθ

)( 2θɺɺɺ rrmmaF rr −==∑
zmmaF zz ɺɺ==∑

)2( θθθθ
ɺɺɺɺ rrmmaF +==∑

)2( θθθθ
ɺɺɺɺ rrmmaF +==∑)( 2θɺɺɺ rrmmaF rr −==∑
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 معادلات ديناميكي حركت در دستگاه 4-4
مختصات كروي

y

z

1F

2F

3F θe

ϕe

Re

ϕ

RRRRθ

ϕϕθθ

ϕϕθθ

eFeFeFF

eFeFeFF

RR

RR

2222

1111

++=

++=

ϕϕθθ

ϕϕϕθθθ

eFeFeFF

eFFeFFeFFF

RR

RRR

∑∑∑∑
∑

++=

++++++++= ...)(...)(...)( 212121

x

•••• =
•••• =
•••• =

O
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ϕϕθθ eaeaeaa RR ++=

 .

بردار شتاب حاصل از عملكرد نيروها :  a

)( ϕϕθθϕϕθθ eaeaeameFeFeFamF RrrR ++=++→= ∑∑∑∑

ϕ

θ

θϕθϕθθϕ
θθϕθθθϕθ

eRRR

eRRReRRRa R

)sincos2sin2(

)cossin2()sin( 2222

ɺɺɺɺɺɺ

ɺɺɺɺɺɺɺɺɺ

+++

−++−−=

ϕϕθθ maFmaFmaF RR === ∑∑∑                     

)sin( 222 θϕθ ɺɺɺɺ RRRmFR −−=∑
)cossin2( 2 θθϕθθθ ɺɺɺɺɺ RRRmF −+=∑

(2 sin 2 cos sin )F m R R Rφ φ θ φθ θ φ θ= + +∑ ɺ ɺ ɺ ɺɺɺ
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s

ne

te

3F

2F

1F

 معادلات ديناميكي حركت در دستگاه قائم و مماسي4-5

nntt

nntt

eFeFF

eFeFF

222

111

+=
+=

∑ ∑∑ +=+++++= nnttnnnttt eFeFeFFeFFF ...)(...)( 2121

••• =
••• =
••• =

smvmmaF tt ɺɺɺ ===∑ ρ/2
mvamF nn ==∑

)( nnttnntt eaeameFeFamF +=+→= ∑∑∑
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O

Y

X

a

FΣ

O

Y

X

a

FΣ

y

x

F ma=∑ 0F ma− =∑ : تحليل استاتيكي

 اصل دالامبر4-6
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nman

T

mg

θ

:  با استفاده از اصل دالامبر 

2

sin
V

T m
r

θ − = 0

Y

o

l
θ

r

X

0=− mgT θcos
n

mg

T
θ

:  براي مثال

n nF ma=∑  
2

sin n

v
T ma m

r
θ = =

sin nT maθ − = 0

Y

o

x

y

l
θ

r

X

n nF ma− =∑ 0 

0=− mgT θcos
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12 lb

30 lb

چنانچه از . قرار دارد  Ib-30 به جرم A مطابق شكل بروي گوه Ib-12 به جرم B جسم :مثال
 A  مطلق شتاب )b(     A نسبت به B شتاب )a( :  اصطكاك صرفنظر شود مطلوبست

. بلافاصله بعد از اينكه سيستم از حالت سكون رها گردد   

A

B

30o

مسايل
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A

B

12 lb

30 lb

30o

 روي سطح شيبدار پايين ميĤيد  Aبهنگاميكه قطعه 
 شتاب        را پيدا ميكند A نسبت به قطعه  Bقطعه 

: در اينصورت داريم   

ABAB aaa /+=

ABa /

Aa
30o

ABa /

⇒0)cos( 30/ =−=∑ o
AABBx aamF

212sin30 NamF o
ABy −==∑

12 lb

BB

2N

x

y

o
/ 30cosAAB aa =

o
2 30sin

2.32

12
12 AaN =−⇒

)1(

)2(
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A

B

12 lb

30 lb

30o

30oA

30 lb

AAs amF =∑ A
o aN

2.32

30
sin)30( 302 =+

s

2N

1N

⇒
) 3(و  ) 2(و) 1( از حل معادلات 

2/5.20 sftaA = 2
/ /75.17 sfta AB =

)3(
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روي يك ميله نيمدايره اي كه با سرعت ثابت  rad/s 6  حول  C گرمي قطعه 200
AB مطلوبست تعيين كمترين ضريب اصطكاك. مي چرخد ميتواند بلغزد قايم 

و ميله نيمدايره اي جهت عدم لغزش قطعه براي حالات   C استاتيكي مابين قطعه
0 0 0.( 90 , 75 , 45 )θ θ θ= = =

θ

C

A

B

200 g

O

r = 600 mm

: مثال
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θ

O

N

f

θωθ 22 sinsin raa nr ==

ω θ

r

θ

r = 600 mm

C

A

B

200 g

O

mgna

2)sin( ωθran =

n r

θθωθθ cossincos 2raa n ==
⇒=−−⇒=∑ θωθ 22 sincos mrmgNmaF rr

2sin sin cosF ma mg f mrθ θ θ ω θ θ= ⇒ − = ⇒∑
)sincos( 22 θωθ rgmN +−=

θθω sin)cos( 2rgmf −=

θ
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454.032.4962.190 =−=== µθ NNNfo

1796.054.4815.075 =−=== µθ NNNfo

Nf /=µ

218.055.3773.045 =−=−== µθ NNNfo
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ميتواند در صفحه افقي بطور آزاد در امتداد بازوي گردنده    m بجرم  B     پين:مثال
b  مطلوبست تعيين مولفه هاي. بلغزد DE بشعاع     OC و امتداد كشوي دايره اي  

b شعاع در امتداد DE وكشوي دايره اي   OC نيروهاي وارده بر پين از طرف بازوي  

θ

b

b

r

O

A

CD

E

θ      و جهت.

B
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2θ
b

r

O
A

θ
b

θ
b

b

r

O

A

B CD

E

B

P

Q

2cos ( )r rF ma Q m r rθ θ= ⇒− = −∑ ɺɺɺ

2cos 2 ( sin 2 cos )rF Q mbθ θ θ θ θ= = +∑ ɺɺ ɺ

θcos2br =

θθ sin2 ɺɺ br −= θθθθ cos2sin2 2ɺɺɺɺɺ bbr −−=

)2(sin θθθθθ
ɺɺɺɺ rrmQPmaF +=−⇒=∑

)sin2cos(2sin 2 θθθθθθ
ɺɺɺ −=−=∑ mbQPF

θ
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)2tan(2 2θθθ ɺɺɺ += mbQ

θθ cos/2 ɺɺmbP =
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 كه در  a روي مفتول دايره اي شكل و بدون اصطكاك به شعاع  mمهره اي به جرم   :مثال
 F تحت تأثير نيروي مماسي ثابت   Aصفحه افقي قرار دارد از حالت سكون و از نقطه ي    

مطلوبست تعيين نيروي عكس العمل بين مهره و مفتول در . شروع به حركت مي كند
 . Bنقطه 

a
θ

x

y

z

A

F

B

O

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


120حسينی ھاشمی

a
θ

x

y

z

A

F

B

O

N

mg r

zzrr eNeNN +=

از آنجاييكه درامتداد     اصطكاك وجود ندارد لذا  
. نيروي عكس العمل در صفحه         ميباشد 

θ
( , )r z

zzrr eaeaeaa ++= θθ

θeFF= zemgw −=
∑ = amF

)( zzrr eaeaeamwFN ++=++ θθ

( ) ( )r z r zr z r zN e F e N mg e m a e a e a eθ θθ+ + − = + +
2 2( ) )

(2 ) ( )

( ) ( )

r r

z z

N ma m r r ma I

F ma m r r ma II

N mg ma m z III
θ

θ θ
θ θ θ

 = = − = −


= = + =
 − = =

ɺ ɺɺɺ

ɺ ɺɺ ɺɺɺ

ɺɺ

        (  

          

                      

0

0

r a

r

r

=
 =
 =

ɺ

ɺɺ
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a
θ

x

y

z

A

F

B

O

N

mg r

2 2( ) )

(2 ) ( )

( ) ( )

r r

z z

N ma m r r ma I

F ma m r r ma II

N mg ma m z III
θ

θ θ
θ θ θ

 = = − = −


= = + =
 − = =

ɺ ɺɺɺ

ɺ ɺɺ ɺɺɺ

ɺɺ

      (  

        

                    

mgNz z =→= 0ɺɺ
2) rI N maθ→ = − ɺ

)
F

II
ma

θ→ =ɺɺ

dθ
ma

F
dθθθdθ == ɺɺɺɺ

0 0

θ θF
θdθ dθ

ma
=∫ ∫

ɺ

ɺ ɺ
θ

ma

F
θθ

ma

F
θ

2

2

1 22 =→= ɺɺ

zr emgeFN +−= θ2

2rN Fθ=−

πθ =

22224 gmFπN +=

zr emgeπFN +−= 2B در نقطه 

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


122حسينی ھاشمی

 شروع به حركت BC از حالت سكون از وضعيت           در طول ميله   Aلغزنده  :مثال 
 متصل بوده و با سرعت زاويه اي ثابت        BC به ميله B در نقطه OBبازوي .  مي كند

حركت را در صفحه  .  مي گذرد دوران مي كند  Oحول محور قائمي كه از ياتاقان ثابتي در    
مطلوب است. افقي فرض كرده و از اصطكاك مابين ميله و لغزنده صرف نظر مي كنيم 

نيروي اعمال شده توسط ميله بر لغزنده  ) الف 
 . به صورت تابعي از زمانxمسافت ) ب 

0x x=

ω

0x
ω

A
CB

b

O
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0x
ω

A
CB

b

O

x

X

Y

X

Y
y

B

x A

 A A
B B

a V xi xi x j x j x jω ω ω= = + + + +ɺ ɺ ɺɺɺɺ ɺ ɺ

2- -B Ba V b i b i b jω ω ω= = = −ɺ ɺɺ

A
BA Br r r= +

A
B

r xi= kω ω=

( )i i k i jω ω ω= × = × =ɺ   A
B

V xi xi xi x jω= + = +ɺɺ ɺ

Br b j=

( )2 2A
B

a x x i x jω ω= − + ɺɺɺ ɺ

O

 AA
BB

r V xi xi⇒ = = + ɺɺ ɺ

-BBV r b j b iω⇒ = = =ɺɺ

2
Ba b jω= −

Br
Ar

/A Br
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( )2 2A
B

a x x i x jω ω= − + ɺɺɺ ɺ

2
Ba b jω= −

0x
ω

A
CB

b

O

x

X

Y

    A
BA Ba a a= + ⇒ ( ) ( )2 22Aa x x i x b jω ω ω= − + −ɺɺ ɺ

A

N N

AF ma=∑ 2 2( ) (2 )N j m x x i m x b jω ω ω→ − = − + −ɺɺ ɺ

( )
2

2

0

2

x x

N m x b

ω

ω ω

 = −
− = −

ɺɺ

ɺ

sinh coshx A t B tω ω= +
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sinh coshx A t B tω ω= +
cosh sinhx A t B tω ω ω ω= +ɺ

( )00                ,     0 t x x x= = =ɺ

0 coshx x tω=

( )22N m x bω ω− = −ɺ

( )2 2 2
0- 2 -   N m x x bω  = −  

( ) ( )2 2 2
0 02 sinh 2 sinhN m x t b m x t bω ω ω ω ω= − − = − −

0

cosh
x

t
x

ω = 2 2 cosh sinh  1t tω ω− =
2

2
0

sinh 1
x

t
x

ω
 

= − + 
 

00 ,A B x⇒ = =
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از حالت سكون در صفحه قائم     OA=bي   به فاصلهA از موقعيت mاي به جرم    ذره: مثال 
و نيروي وزنش يك حركت سقوطي    F=K2mrتحت تاثير نيروي مركزي با بزرگي  

. دهد، معادله مسير ذره را تعين كنيد  انجام مي

mrkF 2=
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rF Fe m gj= − +∑

rr x i yj re= + =
2

rF k mre mgj= − +∑
2 ( )k m x i yj mgj= − + +

2 2( )k mx i mgj k myj= − + −

a r xi yj= = +ɺɺ ɺɺ ɺɺ

F ma=∑ 2 2( ) ( )k mxi mgj k myj m xi yj⇒− + − = +ɺɺ ɺɺ

2x k x=−ɺɺ 2y g k y= −ɺɺ

mrkF 2=
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2 0x k x+ =ɺɺ

2y k y g+ =ɺɺ

1 2sin cosx c kt c kt= +

3 4 2
sin cos

g
y c kt c kt

k
= + +

      x=0
0  ;    

0      y=0

x b
t

y

=
=  =

ɺ

ɺ

1 2cos sinx c k kt c k kt= −ɺ

3 4cos siny c k kt c k kt= −ɺ

1 10 0c k c= ⇒ =

3 30 0c k c= ⇒ =

2b c=

4 42 2
0

g g
c c

k k
= + ⇒ = −

cosx b kt⇒ =

2
(1 cos )

g
y kt

k
⇒ = −

2
(1 )

g x
y

k b
⇒ = −
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        كار و انرژي   -5

F

θ dS

S

dsFdsFFdssdFdW )cos()cos(cos. θθθ ====

كار انجام شده برابر است با حاصلضرب نيرو در تصوير  

       جابجايي در راستاي نيرو 

                

كار انجام شده برابر است با حاصلضرب جابجايي در تصوير  
 نيرو در راستاي جابجايي

 مقدمه5-1
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F

θ dS

S

.dW F d s=









=
→









=
→

ergcmdyne

cmdS

dyneF

CGS

JmN

mdS

NF

MKS

.

:

:

.

:

:

واحدها :

sdFdzFdyFdxFdW

kdzjdyidxsd

kFjFiFF

zyx

zyx

.=++=

++=

++=

∫ ∫∫ ++= dzFdyFdxFW zyx
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 كار نيروي ثقلي ثابت5-2

x

y

1y

dS

S

2y
2

1

2 1( )
y

y

W mg dy mg y y= − = − −∫

 

mg

(2)

(1)

F mg j= −

d s dxi dy j= +

.dW F ds mgdy= = −
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 نيروي ثقلي متغير5-3

2r

mm
KF

′
= K:    ثابت جاذبه عمومي نيوتون  

 را جرمي در نزديكي سطح آن فرض       m را زمين و 'mاگر  
كنيم، به علت زياد بودن شعاع زمين مي توان از فاصله         

 .جسم نسبت به زمين صرف نظر كرد  

mg
R

mm
kF =

′
=

2

2gRmk =′

2sec
108.9 mg ≈=

m

m’

F

F

r

m’:earth

m

R
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m’:earth

m:satelite

r

F

rmg
r

mm
KF =

′
=

2

)(
2

2

2
rfg

r

gR

r

mk
g rr ==

′
=               

نيروي ثقلي متغير

re
r

R
mgF

2

2

−=

2

2

r

mgR
mgF r ==
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1r

2r

rdr
F

m

m′:earth dr
r

R
mgrdFdW

2

2

. −==

)
11

(
1

12

22
2

2
2

1

2

1
rr

mgR
r

mgR
r

dr
mgRW

r

r

r

r

−=




−−=−= ∫

re
r

R
mgF

2

2

−=

 كار نيروي ثقلي متغير5-4

redrrd =
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 سيستم هاي ابقايي و غير ابقايي5-5

انتهايي مسير باشد، چنانچه كار نيرويي مستقل از مسير بوده و فقط تابع وضعيت ابتدايي و  
همچنين . )  مثل نيروي ثقل ثابت و متغير. ( مي نامندconservativeآن نيرو را ابقايي يا  

.. واژه ي پايستار نيز به كار گرفته مي شود 
بقايي و يا غير پايستار   بالعكس، چنانچه كار نيرويي تابع مسير باشد آن نيرو را نيروي غير ا 

 مثل نيروي اصطكاك كه كارش مستقل از مسير   )(non-conservative.   مي خوانند
.  نيست

ي كه موجود باشند نيروهاي پايستار، نيروهاي ذخيره كننده ي انرژي هستند و در هر سيستم 
اگر نيروهاي وارده بر سيستمي همه از نوع ذخيره كننده   . انرژي را ذخيره مي كنند

conservative  .ميخوانند   انرژي باشند آن سيستم را ابقايي يا

د و در هر  بالعكس نيروهاي غير پايستار مثل نيروي اصطكاك تلف كننده انرژي هستن
نتيجتاً چنانچه در سيستمي يك يا چند از اين   . سيستمي كه باشند انرژي را تلف مي كنند 

.نيروها موجود باشد، آن سيستم يك سيستم غير ابقايي خواهد بود 
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بدين معنا كه كار نيروي . براي كار نيروهاي ابقايي مي توان تابع پتانسيل تعريف كرد
 . با علامت منفي اختيار كردUابقايي را مي توان برابر با تغييرات يك تابع پتانسيل مثل    

UW ∆−=)
ابقايي

)(: كار نيروي ثقلي ثابت  12 yymgW −−=

)()( 1212 UUUyymgW −−=∆−=−−=

→




=
=

→−=−
11

22
1212 mgyU

mgyU
UUmgymgy

)
11

(
12

2

rr
mgRW −= )()

11
( 12

12

2 UUU
rr

mgR −−=∆−=−

→+−=− 12
1

2

2

2

UU
r

R
mg

r

R
mg

: كار نيروي ثقلي متغير

mgyU =

2

2

2
1

2

1 r

R
mgU

r

R
mgU −=−=

r

R
mgU

2

−=

مبنا در بي نهايت علامت منفي در تابع پتانسيل نيروي ثقلي متغير با توجه بانتخاب سطح 
.فابل توجيه است

0→∞→ Ur         

 انرژي پتانسيل 5-6
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dUdWبه صورت ديفرانسيلي −=

kdzjdyidxsd ++=

)( dz
z

U
dy

y

U
dx

x

U
dUdW

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂−=−=

( , , )U f x y z=

dz
z

U
dy

y

U
dx

x

U
dU

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=  sdFdW .=  kFjFiFF zyx ++=

dzFdyFdxFsdFdW zyx ++== .

z

U
F

y

U
F

x

U
F zyx ∂

∂−=
∂
∂−=

∂
∂−=

Uk
z

U
j

y

U
i

x

U
F ∇−=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂−= )( (grad U)  U  گراديان

k
z

j
y

i
x ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂=∇ labella (Del)بردار

U∇

∇
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 انرژي جنبشي5-7
S

Sd

F

a
θ

sdamsdFdW .. ==

مؤلفه شتاب در راستاي مماسي 

dsammadsdW )cos(cos θθ ==

mvdvdsmadW t ==

2
1

2
2

2
1

2
2 2

1

2

1
)(

2

12

1

mvmvvvmvdvmW
v

v

−=−== ∫

Tmv =2

2

1

TTTW ∆=−= 12
معادله ي كار و انرژي 

انرژي جنبشي
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 اصل بقاي انرژي كل مكانيكي5-8

UWبراي سيستم ابقايي همواره داريم    ∆−=

TWبراي سيستم خواه ابقايي و خواه غير ابقايي ∆=

TUW  پس اگر سيستم ابقايي باشد ∆=∆−=
در اين سيستم انرژي تلف نمي شود   

cteUTUTUTTTUUW =+→+=+→−=−−= 22111212 )()(

UTEMانرژي كل مكانيكي +=
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سرعت . زنجيري در حالت نشان داده شده در شكل از حالت سكون رها مي شود    :مثال
.زنجير را در لحظه اي كه آخرين حلقه لبه را ترك مي كند بدست آوريد       

y

 m= جرم كل زنجير 

جرم واحد طول زنجير

y=  طول آويز زنجير در هر لحظه  

جرم طول آويز زنجير

m   =) يعني نيرو(وزن طول آويز زنجير   
y g

l

/m l =

/ym l =

l b−

b

مسايل
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  معادله ي كار و انرژي: روش اول

. ( ).( )
m m

dw F d s y g j dy j gydy
l l

= = =

2 2 2 2 2( ) ( )
g g

V l b V l b
l l

= − → = −

2 2( )
2

l

b

m m
w g ydy g l b

l l
= = −∫

2 2 2
2 1

1
( )

2 2

m
w T T T mV g l b

l
= ∆ = − = = −
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روش سينماتيكي: روش دوم
magy

l

m
maF =→=∑

y
l

g
a =

v l

b

g g
VdV ads ydy VdV ydy

l l
= = → =∫ ∫

0

2 2 2 2 21
( ) ( )

2 2

g g
V l b V l b

l l
= − → = −
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                انرژي پتانسيل متناظر با يك ميدان نيروي دو بعدي از رابطه          :مثال
.   مقدار ثابت استkكه در آن  . بدست مي آيد

.  بدست آورده آن را به صورت برداري ارائه كنيد y,xمؤلفه هاي نيرو را در امتداد ) الف 
  .مؤلفه هاي نيرو را در دستگاه مختصات قطبي تعيين كنيد ) ب

2 2( )
( , )

2

k x y
U x y

+=

kyFkxFjyixkj
y

U
i

x

U
uF yx −=−=→+−=

∂
∂+

∂
∂−=∇−= ,)()(





+=
−=

r

r

eej

eei

θθ
θθ

θ

θ

sincos

sincos

])cossin()sincos[(

)sin(cos)sin(cos

θ

θθ

θθθθ
θθθθ

eyxeyxkF

eekyeekxF

r

rr

+−++−=
+−−−=

θ

θ

θ

j

i

reθe

x

y

r

( cos sin )

( cos sin )
rF k x y

F k y xθ

θ θ
θ θ

= − +
 = − −

θθ sin,cos ryrx ==

0=
−=

θF

krFr
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)  سفتي( مطابق شكل به دو فنر هر يك با ضريب الاستيكي  1.5kgگلوله اي به جرم  :مثال
150 N/m  به   متصل هست در وضعيت نشان داده  شده در شكل فنرها فاقد كشش بوده و

قرار  m/s 2.5در صورتي كه گلوله در اين وضعيت تحت سرعت اوليه   . صورت افقي قرار دارند 
، مطلوبست گرفته و تحت تأثير اين سرعت اوليه مسير خط چين مطابق شكل را طي كند    

.  قرار دارد A در زير نقطه  mm 125 كه به فاصله Bتعيين سرعت گلوله در نقطه  

h

b b

A

B

Av

mmb

mmh
s

mv

m
Nk

A

300

125

5.2

150

=
=

=

=
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h

b b

A

B

Av

سيستم ابقايي است

2222

2

1

2

1
)0(

2

1

2

1
kxkxmgmvmghmv BA +++=+

h

b

l

mmblx 25300125300 22 =−+=−=

BBAA UTUTcteUT +=+→=+

mkxghvv AB /2 22 ++=
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∑F

x

y

z

O

r

s
m

اندازه حركت و ضربه    -6

 اندازه حركت خطي 6-1

( )
d v d

F ma m mv
dt dt

= = =∑
vmG =    بردار اندازه حركت خطي

واحدها :
sNs

s

m
kg

s

m
kgG ...

2
===

sdynes
s

cm
g

s

cm
gG ..

2
===

MKS

CGS واحد

واحد 

( )
d d

F mv G G
dt dt

= = =∑ ɺ ∑ ∑∑ ∑ ++= kFjFiFF zyx

kvjvivv zyx ++= kGjGiGG zyx ++=

∑ == zzz GvmF ɺɺ∑ == xxx GvmF ɺɺ ∑ == yyy GvmF ɺɺ
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( )
d d

F mv G
dt dt

= = ⇒∑ GdvmddtF ==∑ )(

2 2

1 10

v Gt

v G

Fdt m dv dG= =∑∫ ∫ ∫

∑F

x

y

z

O

r

s
m

1212

0

GG)vvm(dtF
t

−=−=∫∑

 اصل ضربه و اندازه حركت خطي6-2

∫t تا 0 در فاصله زماني Fضربه خطي نيروي  ∑
t

dtF
0

1212 GG)vvm( −=− تغييرات اندازه حركت خطي
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∑F

x

y

z

O

r

s
m

 اندازه حركت زاويه اي6-3

dt

vd
rm

dt

vd
mramrFrM ×=×=×=×= ∑∑ )()(

v
dt

d
rmv

dt

d
rmvmvvmr

dt

d ×=×+×=× )]([

)()()()]([ vm
dt

d
rvm

dt

rd
vmr

dt

d ×+×=×

][)]([ Gr
dt

d
vmr

dt

d

dt

vd
rmM ×=×=×=∑

GrvmrH ×=×= )( بردار اندازه حركت زاويه اي   

sJmsNH:واحدها ... ==
sergcmsdyneH ... واحد ==

واحد  MKS

CGS
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kzjyixr ++= kvjvivv zyx ++=

kHjHiHkyvxvjzvxvmizvyvm

vvv

zyx

kji

mGrvmrH

zyxxyxzyz

zyx

++=−+−−−

==×=×=

)()()(

)()(

                         

                               

                               

( )

( )

( )

x z y

y x z

z y x

H m yv zv

H m zv xv

H m xv yv

 = −


= −
 = −










=

=

=

∑
∑
∑

zz

yy

xx

HM

HM

HM

ɺ

ɺ

ɺ

H
dt

d
Gr

dt

d
vmr

dt

d
M =×=×=∑ )(

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


150حسينی ھاشمی

→=→=∑ ∑ HddtMH
dt

d
M

  اصل ضربه و اندازه حركت زاويه اي6-4

  ضربه زاويه اي گشتاور برآيند نيروهاي وارد بر جسم در فاصله   

t   زماني صفر تا

 تغيير اندازه حركت زاويه اي   

12

0

2

1

HHHddtM
H

H

t

−== ∫∫∑

∫∑
t

dtM
0

12 HH −
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 برخورد6-5

به طرف هم حركت مي كنند در نقطه اي    2V   و1V با بردارهاي سرعت 2m و 1mدو جرم  
 با سرعت        از هم  m2با سرعت        و جرم m1برخورد صورت مي گيرد و سپس جرم 

  .دور مي شوند
1V ′

2V ′

1θ

2θ

2m

2v

1v1m

x

y

1
′θ

2v′
2
′θ

1v′

1m

2m
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.  

1θ

2θ

2m

2v

1v1m

x

y

1
′θ

2v′
2
′θ

1v′

1m

2m

jvivv

jvivv

jvivv

jvivv

22222

11111

22222

11111

sincos

sincos

sincos

sincos

θθ
θθ
θθ

θθ

′′−′′=′

′′+′′=′
+=

−=

: اصل بقاي اندازه حركت

اندازه حركت سيستم قبل از برخورد =   اندازه حركت سيستم بعد از برخورد

22112211 vmvmvmvm ′+′=+





′′−′′=+−
′′+′′=+

→
222111222111

222111222111

sinsinsinsin

coscoscoscos

θθθθ
θθθθ

vmvmvmvm

vmvmvmvm
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.  

1θ
1v1m

1
′θ1v′

1m

jvivv 22222 sincos θθ ′′−′′=′2θ

2m

2v

2v′
2
′θ

2m

)( 111 vvmdtF
t

−′=∫
0

1mبراي جرم













+′′=

−′′=

∫

∫

)θvθv(mdtF

)θvθv(mdtF

t

y

t

x

11111

0

11111

0

sinsin

coscos

jvivv 11111 sincos θθ −=

jvivv 22222 sincos θθ +=

jvivv 11111 sincos θθ ′′+′′=′

2m براي جرم

)( 222 vvmdtF
t

−′=∫
0 












+′′−=

−′′=

∫

∫

)sinsin

coscos

22222

0

22222

0

θvθv(mdtF

)θvθv(mdtF

t

y

t

x
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م كه يك   معمولاً براي سادگي كار دستگاه مختصات را به گونه اي انتخاب مي كني  :نكته
. داريمراستاي آن در راستاي ضربه و ديگري در امتداد راستايي است كه ضربه ن    

 . ضربه نداريمx اتفاق بيفتد يعني در امتداد yاگر به عنوان مثال ضربه در امتداد محور 

00
0

=




−′′→=∫ 1111 coscos θθ vvdtF
t

x

0coscos0 2222

0

=




−′′→=∫ θvθvdtF
t

x

x

y

2m

1m براي جرم

براي جرم
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 ضريب بازگشت 6-6

  اي ضربهنسبت ضربه در مدت زمان بازگشت به ضربه در مدت زمان تغيرشكل در راست   

تغيير اندازه حركت در مدت زمان بازگشت 

تغيير شكلتغيير اندازه حركت در مدت زمان  

1θ
1v1m

1
′θ1v′

1m

2θ

2m

2v

2v′
2
′θ

2m

∫ dtFr

∫ dtFd∫
∫=

dtF

dtF
e

d

r

0v
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 :0v
1θ

1v1m
1
′θ1v′

1m

2θ

2m

2v

2v′
2
′θ

2m

:1m

:2m

==
∫
∫

dtF

dtF
e

d

r

)sin(

)sin(

111

111

θ
θ

vvm

vvm

+
−′′

0

0

)sin(

)sin(

222

222

θ
θ

vvm

vvm

−
−′′−

0

0==
∫
∫

dtF

dtF
e

d

r

0را بين اين دو رابطه حذف مي كنيم  0v
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 =

+
′′+′′

=
2211

2211

sinsin

)sinsin

θθ
θθ

vv

vv
e

سرعت نسبي مجموعه قبل از برخورد در امتداد ضربه

سرعت نسبي مجموعه بعد از برخورد در امتداد ضربه

10مقادير واقعي  〈〈 e

10مقادير ايده آل == e     e      ,                 

)خميري(برخورد كاملا پلاستيك  ) كشسان (برخورد كاملا الاستيك  
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مطلوب است تعيين ضريب برگشت براي يك توپ فولادي كه از حالت        : مثال 
افتد و ارتفاع دومين   بالاي يك صفحه سنگين فولادي مي hسكون از ارتفاع   

hبازگشت آن 
2

.  است 

مسايل
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e =

1

1

cos
e

υ α
υ

′
=

1υ′

1 cosυ α′
1h1 1cos 2ghυ α′ =

1 2ghυ =

2
12 2e gh gh= 2

1h e h⇒ =

سرعت نسبی بعد از برخورد در امتداد ضربه

سرعت نسبی قبل از برخورد در امتداد ضربه 

بعد از حال اگر گلوله با سرعت اوليه   
 برگردد مي بايست برخورد اول به ارتفاع   

 سرعت گلوله در امتداد قائم از    
به صفر برسد در بعد از طي مسافت قائم  

:نتيجه

1h

1 cos

2
e

gh

υ α′
=

12

2

gh
e

gh
=
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حال اگر گلوله از ارتفاع     سقوط كند 
سرعت آن قبل از برخورد در امتداد 

: قائم برابر است با

1h

2 cosυ β′
2h

2
12 2gh ge hυ = =

2 2

2

cos cos

2
e

ge h

υ β υ β
υ

′ ′
= =

2 2cos 2ghυ β′ =

2 4
22

2
2 2

2

gh
e ge h gh

ge h
= ⇒ =

1
2 4( )

h
e

h
=

بايست گلوله را به ارتفاع     بازگرداند، در نتيجه   اما سرعت                مي
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اند  شده  كيلو گرمي روي چهار چوبي كه جرم ناچيزي دارد نصب 4هاي  هر يك از گلوله  : مثال 
 F اگر. چرخند مي θ0=60۫◌ حول امتداد قائم با زاويه    90rev/Min آزادانه با سرعت  و

 بچرخد،  θ0=30 ۫ با زاويه   نيروي وارد بر ميله كنترل قائم زياد شود، بطوري كه چهار چوب 
N نقطه( .سرعت چرخشي و تغيرات انرژي جنبشي را معين كنيد  O  حال  روي گيره در

.)دوران ثابت است 

�30=θ

�600 =θ

kg4kg4

0N
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�600 =θ

kg44kg

0N 0r

30θ = �

r

اي ابتدايي اندازه حركت زاويه  = اي انتهايي  اندازه حركت زاويه 

0 0 0 0mr mr mr mrυ υ υ υ+ = + 0 0r rυ υ⇒ =

0 0 0v r ω= v rω= 2 2
0 0r rω ω⇒ = 2 Nω π=0 02 Nω π=

2 2
0 02 2r N r Nπ π⇒ × = ×

2
0 0

2

r N
N

r
⇒ =

2

2

(300sin 60 )
90 270

(300sin30 )

rev
N

Min
= × =

�

�
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�600 =θ

kg44kg

0N 0r

30θ = �

r

اي اوليه   انرژي جنبشي زاويه  2 2 2
0 0 0

1 1

2 2
I I Iω ω ω= + =

اي ثانويه   انرژي جنبشي زاويه 

2 2
0 0mr ω= 2 2 2

0 04mr Nπ= ×
2 2 21 1

2 2
I I Iω ω ω= + =ɶ ɶ ɶ 2 2mr ω= 2 2 24mr Nπ= ×

2 2 2 2 2
0 04 ( ) 47.92T m r N r N Jπ∆ = − =
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 سرعت اوليه زيادي در صفحه افقي داده ميشود و نخ متصل    mبه ذره كوچكي به جرم  مثال 
تمام حركات در صفحه افقي صورت .  ميپيچدaبه آن دور محور قائم و ثابتي به شعاع  

rدر صورتي كه به هنگامي كه فاصله ذره از نقطه تماس       . ميگيرد
0

اي       است سرعت زاويه  
ωنخ برابر 
0

 θ كشش نخ را پس از آنكه به اندازه زاويه   Tاي و     سرعت زاويه ω باشد، 
. بچرخد معين كنيد

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


165حسينی ھاشمی

rدر صورتي كه      
1

 فاصله ذره از نقطه 
 باشد از روي دياگرام  θتماس در وضعيت   

داريم  

θ θ

1r

0r
0ω

ω

1O
2O

1 0r r aθ= −

2 2
0

1 1

2 2
m mυ υ=

1rυ ω= 0 0 0rυ ω= 0 0
1 0 0

1

r
r r

r

ωω ω ω= ⇒ =

0 0

0

r

r a

ωω
θ

=
−

: توانيم بنويسيم حال با استفاده از اصل بقاي انرژي مي

0υ υ⇒ =

nT ma=
2

1

m
r

υ=
2 2

21
1

1

r
m m r

r

ω ω= =

2 2
2 0 0

0
0

( )
m r

T m r a
r a

ωω θ
θ

= − =
−
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140 kg

650 kg

1.2 m

kg 650 از ارتفاع   m 1.2  برروي يك     يك ضربه زن  :مثال 

زمين  سقوط ميكند ميزان فرو رفتگي قطعه در  140 kg  قطعه
مطلوبست متوسط مقاومت . است 110 mmبر اثر اين سقوط  

. برخورد را كاملا پلاستيك فرض كنيد. نفوذ زمين در مقابل اين

2h g hυ =

( )h h p p h pm v m v m m v ′+ = +

2
( ) ( )

h h h

h p h p

m v m
v gh

m m m m
′ = =

+ +

2 1 ( )h pT W T T m m g R y ∆ = ⇒ − = + − 

0pυ =

2 0T =

2
1

1
( )

2 h pT m m v′= +
2( )( 2 )

66243
2

h pm m v gy
R N

y

′+ +
= =

جرم قطعه جرم ضربه زن hmpm

ضربه زن قبل از برخورد سرعت

سرعت مجموعه بعد از برخورد

ميزان نفوذ y
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60 lb

40 lb

A

B θ

lb-60 متصل است آويزان   كه به ارابه 6-ft مطابق شكل از نخي بطول   40-lb  يك وزنه   :مثال 
ه و چنانچه وزنه از وضعيت              از حالت سكون رها شود سرعت اراب  . شده است

. در موقعيت          پيدا كنيد   وزنه را
35oθ =

0θ =

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


168حسينی ھاشمی

60 lb

40 lb

A

B θ

A

B

A
B A

B

m
v v

m
′ ′= −0A B A BA B A Bm v m v m v m v′ ′+ = + =

1 1 2 2T U T U+ = + 1 20 0T U= = 1 2U T⇒ =

2 2 21 1 1
(1 cos ) (1 )

2 2 2
A

B A A B B A A
B

m
m gl m v m v m v

m
θ ′ ′ ′− = + = +

2 (1 cos )2

(1 )

B

A
A

B

m gl
A m

m
m

v θ−

+
′ = 4.32 /Av ft s′ = 6.48 /Bv ft s′ =

Av ′

Bv ′0Bv =

0Av =
l

l
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2r

mm
kF

′
=

rr e
r

mm
keFF

2

′
−=−=

→=∑ amF )( θθθθ eaeameFeF rrrr +=+∑∑
θF=0.در امتداد      هيچ نيرويي به ذره وارد نمي شود θ

θθθθ errerrme
r

mm
k rr )2()(0 2

2
ɺɺɺɺɺɺɺɺ ++−=+

′
−

m

m’

F

re

θ

r

 حركت تحت تاثير نيروي مركزي     -7

  معادله مسير7-1
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






+=

−=
′

−








→+=

→−=
′

−

θθ

θ

θθ

θ

ɺɺɺɺ

ɺɺɺ

ɺɺɺɺ

ɺɺɺ

rr

rr
r

mk

rrm

rrm
r

mkm

2)2(

)( 2
2

2
2

00

hcterr
dt

d

r
dt

d

r
rrr

r
rr

==→=

→==+=+

θθ

θθθθθ

ɺɺ

ɺɺɺɺɺɺɺɺɺ

22

22

)(

)(
1

)2(
1

2

0

0

.  تي است در حركت تحت تأثير نيروي مركزي همواره حاصلضرب           مقدار ثاب   : نتيجه θɺ2r

21 1
( )

2 2
dA r rd r dθ θ= =

r

m ,t

dθ

θ

t+dt

2

2

1

2
1 1

2 2

dA d
r

dt dt

A r cte h

θ

θ

=

= = =ɺ ɺ
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Aɺ= نرخ زماني . (سرعت سطحي يا سرعتي كه با آن سرعت سطح جاروب مي شود
)جاروب شدن سطح به وسيله ي بردار شعاعي  

 در حركت تحت تأثير نيروي مركزي نرخ زماني جاروب شدن سطح به وسيله ي   : نتيجه
همواره  ) يعني سرعتي كه با آن سرعت بردار شعاعي سطح را جاروب مي كند(بردار شعاعي 

.  ثابت است
2

2
θɺɺɺ rr

r

mk −=
′

−

2

1 u
r r

u u
= → = −

ɺ
ɺ

2

u hu du dt du
r h h

u d dt dθ θ θ
= − = − = − = −

ɺ ɺ
ɺ

ɺ

2
2

( )r h h
u

θθ = → =
ɺ

ɺ

du
r h

dθ
= −ɺ

2
2 2

2

d u
r h u

dθ
= −ɺɺ

( )
d d du

r r h
dt dt dθ

= = −ɺɺ ɺ ( )
d du

h
dt

d

d dθ
θ
θ

= − × ( )
d du d

d
h

d dtθ
θ

θ
= −

2 2
2 2

2 2

d u d u
h h u

d d
θ

θ θ
= − = −ɺ
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2
2 2 2 2 4

2

1d u
km u h u h u

d uθ
′− = − −

2

2 2

d u km
u

d hθ
′

+ =

.  كمترين مقدار خود را داشته باشد  r  به هنگامي كه        فرض مي كنيم  0=θ

min max cos( ) 1

cos 1

r u θθ δ
δ δ

=→ → + =
= → =

0

0

2
2

km
r r

r
θ′

− = − ɺɺɺ

2
2 2

2

d u
r h u

dθ
= −ɺɺ

1
r

u
=

2
2 2

2

d u
km h h u

dθ
′→ = +

2
cos( )

km
u c

h
θ δ ′

= + +

معادله مسير ماهواره  به هنگامي كه تحت  
تأثير نيروي مركزي قرار گرفته است در   

2(r,θ)   دستگاه مختصات قطبي

1
cos

km
u c

r h
θ

′
= = +
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2

1km

h ed

′
=

2

1
cos

km
u c

r h
θ

′
= = +

2 2

2

ch ch
e

km gR
= =

′
1

d
c

=

1 cos 1
u

r d ed

θ= = +

If  e=0
e<1
e=1
e>1 مسير هذلولي

مسير دايره

مسير بيضي

مسير سهمي

2

1
0 0

km
If e c u r c te

r h

′
= → = → = = → =
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eddr

1cos1 += θ

 مدار بيضي   7-2

:a نصف قطر بزرگتر مدار بيضي 
:b نصف قطر كوچكتر مدار بيضي 

1
f

e
a

= 〈

f

2a
minrmaxr

2b

r
θ

m

e

ed
r

ed

e

eddr +
=→+=+=→=

1

1111
0 min

min

θ

max
max

1 1 1 1

1

e ed
r

r d ed ed e
θ π −= → = − + = → =

−
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f

2a
minrmaxr

2b

r
θ

m

min max 2

2
2

1 1 1

ed ed ed
a r r

e e e
= + = + =

+ − −

max 1

ed
r

e
=

−

min 1

ed
r

e
=

+

21

ed
a

e
=

−

min

2
max

(1 )

(1 )1 (1 )(1 )

r a eed ed
a

r a ee e e

= −
= = →  = +− − + 
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f

2a
minrmaxr

a

f

b
2b

r
θ

m

21 eab −=→2 2 2 2 2 2a b f b a e= + = +

f
e

a
=
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 دوره تناوب درمدار بيضي7-3

A

ab
ɺ

πτ = 1

2
A h=ɺ

2 ab

h

πτ =

وره  در حركت تحت تأثير نيروي مركزي به هنگامي كه مدار بيضي است مجذور د          
  .تناوب مدار با توان سوم نصف قطر بزرگ تر بيضي متناسب است  

21

ed
a

e
=

−
21b a e= −

2 2

2

ch ch
e

km gR
= =

′

2 4 2 2 3
2

2 2

4 (1 ) 4a e a

edgR gR

π πτ −= = →

2 2 2 2 4 2 2 4 2
2

2 2 2

4 4 (1 ) 4 (1 ) 1a b a e a c e
c

h h egR d

π π πτ − −= = = =           

2 a a

R g

πτ =

f

2a

r

m

m

θ2b
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. رابطه اي براي انرژي كل مكانيكي بر حسب خروج از مركز بيابيد  :مثال

θ

r

m

m’

V

(S)

2
21

2M

mgR
E T U mv

r
= + = −

2
2 2 22 2ME gR

r r cte
m r

θ= + − =ɺɺ

ed

e

eddr

1cos1cos1 +=+= θθ
θcos1 e

ed
r

+
=→

r rrV V e V e re r eθ θθ θ= + = + ɺɺ

2 2 2 2V r r θ= + ɺɺ

2
2 2 21

( )
2M

mgR
E m r r

r
θ= + − →ɺɺ

22 )cos1(

)sin(

)cos1(

)sin(

θ
θθ

θ
θθ

e

eed

e

ede
r

+
=

+
−−=

ɺɺ

ɺ
انرژي كل مكانيكي بازاي هر مقداردلخواه  

θ     ثابت است

e

ed
rr

+
===

1
,              0              0 ɺθ

2
2 22 2ME gR

r
m r

θ= −ɺ

مسايل
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2 2

2

2 2ME edgR gR

m r r
= −

2
2 22 2ME gR

r
m r

θ= −ɺ
2r cte hθ = =ɺ

2 2 2 2
2

4 2

2 2 2ME h gR h gR
r

m r r r r
= − = −

2 2

2 2

ch h
e

gR dgR
= =

1

e d
r

e
=

+
2 22 2 22 ( 1)(1 ) 2 (1 )ME gR egR e gR e

m ed ed ed

−+ += − =

2 4 2

2

2 ( 1)ME g R e

m h

−= →
2 4 2

2

( 1)

2M

mg R e
E

h

−=
2 4 2 4

2 22 2M

mg R ed mg R ed
E

ah aedgR
= − = − براي مدار بيضي→

21

ed
a

e
=

−
2

2M

mg R
E

a
= −

علامت منفي نشان دهنده اين است كه مقدار انرژي 
. پتانسيل در مدار بيضي از مقدار انرژي جنبشي بزرگتر است
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0 0Me E= → < مدار دايره

1 0Me E= → = مدار سهمي

1 0Me E< → < مدار بيضي

1 0Me E> → > مدار هذلولي

2 4 2

2

( 1)

2M

mg R e
E

h

−=
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اهواره را  رابطه اي براي سرعت ماهواره در مدار بيضي تعيين كرده مقادير سرعت م  :مثال 
max  .در                  بيابيد min,r r

V

θ
r

2
21

2M

mgR
E T U mV

r
= + = −

2 2
2 2 22 2 1 1 1

( ) 2 ( )
2

gR gR
V gR gR

r a r a r a
= − = − = −

2 2
21

2 2

R mgR
mV mg

r a
− = −
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min

max

1

1
min r

r

a

g
R

e

e

a

g
RV rr =

−
+==

max

2 2
2 2 1 1 2 1 1

2
(1 ) 2 2(1 ) 1r r

gR e gR e
V gR

a e a a e a e=
  − −= − = × = × + + + 

2 2 1 1
2 ( )

2
V gR

r a
= − m in (1 )r a e= − m ax (1 )r a e= +

e

e

a

gR

e

e

a

gR

aea
gRV rr −

+×=
−
+×=








−

−
== 1

1

)1(2

12

2

1

)1(

1
2

22
22

min

max

min

max

1

1r r

rg e g
V R R

a e a r=
−= =
+
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 حركت مي كند زاويه بـردار       eبراي يك ماهواره كه روي مداري با خروج از مركز            :مثال
. بدست آوريدθسرعت را نسبت به جهت 

r

m

m′ S

θ

V
rrV V e V eθθ= +

θ
β

θ
ɺ

ɺ

r

r

V

Vr ==tan
1 cos 1 cos 1

 
e

r d ed ed

θ θ += + =

 
cos 1

ed
r

e θ
=

+ ( )2

sin

cos 1

e ed
r

e

θ θ
θ

×=
+

ɺ

ɺ

( )
( )

( )
2

sin 1 cos sin
tan

1 cos1 cos

e ed e e

ed ee

θ θ θ θβ
θ θθ

+
= × =

× ++

ɺ

ɺ

       rV r V rθ θ= = ɺɺ

1 sin
tan

1 cos

e

e

θβ
θ

−  =  + 
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 يـك   بردار سرعت ماهواره اي كه به دور زمين در مداري در حال گردش است در               :مثال
 مي سازد مطلوبست شعاع انحنـاي مـسير         α زوايه ي    rلحظه معين با جهت بردار شعاعي       

.براي اين موقعيت ماهواره

β

n

F

V

m
α

θ

r

2

2
cos sinn

mgR
F F

r
β α= =∑

/ 2β π α= −

2

2

mgR
F

r
=

2 2

2
        sinn n

mgR V
F ma m

r
α

ρ
= ⇒ =∑

2 2

2
 

sin

V R

gR
ρ

α
=
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 را rبراي يك ماهواره كه در مدار بيضي شكل حركت مي كند فاصله ي شعاعي   :مثال 
درجه است  90براي وقتي كه جابجايي زاويه اي برابر   ) فاصله ي مركز زمين تا ماهواره(

maxبر حسب                 و نصف قطر بزرگتر مدار بيضي ارائه كنيد min,r r

maxr minr

2b

2a

F

r
θ

m 1 cos 1
        

r d ed

θ= +

/2

1 1
    2 r edθ π

πθ
=

= → =

( )2
2

        1-    
1

ed
a ed a e

e
= → =

−

( )2

/ 2

 1 -r a e
θ π=

= ( )min 1 -r a e=( )max 1r a e= +

min maxr r
r

a

×=
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AA

BB

A

B B

B

A
A

انتقالي مستقيم الخط

انتقالي منحني الخط

سينماتيك جسم صلب    -8

 حركت انتقالي، دوراني و تركيبي8-1
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B

B

O

O′

ω  حركت دوراني حول محور ثابت-2

نقاطي از جسم كه روي صفحات موازي قرار دارند دواير هم           
   .محور با محور ثابت ايجاد مي كنند    

يا حركت تركيبي) انتقالي و دوراني( حركت توام -3

A

B A ′
B

B′

B ′′

A

θ

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


188حسينی ھاشمی

 . در نظر مي گيريم كه حركت غلتش بدون لغزش دارد rديسكي را به شعاع   

O O′

θθ
C′

C ′′

r

C

Y

X

ωθ rrVS === ɺɺ

αωθ rrraVS ===== ɺɺɺɺɺɺ

sin ( sin )x S r rθ θ θ= − = − (1 cos )y r θ= −

( ) ( ) ( )cos 1 cos 1 cosx r r rθ θ θ θ θ ω θ= − = − = −ɺ ɺ ɺɺ

OO S rθ′ = =

( )1 cos sinV xi y j r i r jω θ ω θ= + = − +ɺ ɺ

sin siny r rθ θ ω θ= =ɺɺ

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


189حسينی ھاشمی

A
BA Br r r∆ = ∆ + ∆

 حركت نسبي محورهاي مقايسه انتقالي  8-2

AB

A′

B ′ A′′

Br∆
Br∆

θ

Ar∆

/A Br∆

AB

A′

B ′

Br∆ Ar∆
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A
BA B

rr r

t t t

∆∆ ∆= +
∆ ∆ ∆ A

BA BV V V= +
dt

Vd

dt

Vd

dt

Vd
B

ABA +=

A
BA Ba a a= +

A
BA BV V V= +

BV

BV

B

A

r

B
AV

B

A

r

ω

AV

B
AV

BV

B

A

r

       r                  ×== ωω
B

A
B

A VrV   A
BA B BV V V V rω= + = + ×

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


191حسينی ھاشمی

A

B

r

Ba

Ba

A
BA Ba a a= +

A

B

r

B
Aa

tB
Aa )

nB
Aa )

ω

α

A

B

r

Ba

Ba

tB
Aa )

nB
Aa )

/A Ba

) )A A A
B B Bn t

a a a= + ) )       AA
BB tt

a r a rα α= = ×

) ) ( )2      AA
BB nn

a r a rω ω ω= = × ×

( )   A Ba a r rω ω α= + × × + ×

) ) A A A
B B BA B B n t

a a a a a a= + = + +

Aa

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


192حسينی ھاشمی

AV

BV
ω

A

B

C

Ar

Br يك نقطه آني كه جسم در هر لحظـه حـول آن دوران             
.مي كند به نام مركز آني دوران ناميده مي شود

          A
A A

A

V
V r

r
ω ω= → =

          B
B B

B

V
V r

r
ω ω= → =

A A

B B

V r

V r
=

.سرعت خطي مركز آني دوران همواره برابر صفر است

0=CV

 مركز آني دوران 8-3

C مركز آني دوران است   نقطه
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.ديسكي را در نظر بگيريد كه روي سطح صافي غلتش بدون لغزش داشته باشد
مي خواهيم سـرعت و     . يشاني ديسك در نظر مي گيريم     پ را روي محيط و      A,Cدو نقطه   

.شتاب اين نقاط را به دست آوريم

O

r

0r
0V0a

∗r

A

C
س مركـز آنـي     پ در اين لحظه نقطه ايست كه جسم مي خواهد حـول آن بچرخـد                Cنقطه  

دوران است

ω
O

A

∗r
r

0r
0V0a

C

AV

0
0           

V
V r

r
ω ω= ⇒ =

* * 0   A

V
V r r

r
ω= =

0CV =
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)را مرجع قرار مي دهيمO( : روش ترسيمي

0V

AV

OAV /

A

C

r

∗r

0r
O

0A
O

V rω= × 0A
O

V r ω=
0 A

OAV V V= +

00AV V rω= + ×

ω
O

A

∗r
r

0r
0V0a

C

AV
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Cتمايل حركت   . r يك دايره است به شعاع   Cمسير نقطه 
.  نيز به سمت راست است 

ω

A

O
∗r

r

0r
0V0a

C

) )
tnC O

C
O

C
O

C aaaaaa ++=+= οο

   Oa rα=

αο ra =

) 2ω
ο

ra
n

c =

)c
t

a r
ο

α=

2
ca rω= 2ωraC =

) 2 C
O n

a rω=
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) )A A A
OA t n

a a a a a a
ο οο ο= + = + +

) )2                A A
n t

a r a r
ο οο οω α= =

∗r

A

Aa

Oa
)
n

Aa
ο

)
t

Aa
ο

 

r

C

0r

O

) ( )οωω
ο

ra
n

A ××= ) οα
ο

ra
t

A ×=
ω

A

O
∗r

r

0r
0V0a

C
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 به سمت راست داده مي شود اين نقطـه از حالـت            a شتابي ثابت برابر     Aبه نقطه    :مثال
 a , xرا بر حسب  AB مربوط به ميله ω به راه مي افتد سرعت زاويه اي S=0سكون در 

.تعيين كنيد

A

x

y

B

C

b b

a

x

0 0

            
Av x

VdV adS VdV a dS= ⇒ =∫ ∫
21   2   2   2 AA AV ax V ax V ax i= → = → =

مسايل
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�
ωbVB =

( )sin cosBV b i jω θ θ= −
�

B
AV

θ
θ

ABω

A

B

BV
θ

θ
0ω

B

C

( )sin cosA
B ABV b i jω θ θ= +

A

x

y

b
a

x

B

C

b

A
B ABV bω=

A
BA BV V V= +
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( ) ( )2       sin cosAB ABax i b b i b b jω ω θ ω ω θ= + + − +
� �

( )
( )

2     sin

0        

AB

AB AB

ax b

b

ω ω θ
ω ω ω ω

 = +


= − ⇒ =

�

� �

2   2 sin     ABax bω θ=

  
2b

4b
b2  2

22 x
ax AB

−×= ω 224b

2ax

x
AB

−
=ω

( )sin cosA
B ABV b i jω θ θ= +

( )sin cosBV b i jω θ θ= −
�

2   AV ax i=

/A B A BV V V= +

2 2 / 4
sin

b x

b
θ −=
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ي      براي سيستم نشان داده شده در شكل سـرعت زاويـه اي     و شـتاب زاويـه ا                     ) مثال
پيدا كنيد سرعت ثابت ميل لنگ   ) زاويه ميل لنگ   (θ را بر حسب       ABمربوط به ميله ي     

.است برابر      

ωα

ω
�

ω
�

rl

θ
A O

B

 هم حركت دوراني دارد  AB چون مفصل شده فقط دوران مي كند اما OBميله       
هم حركت انتقالي
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( )sin cos sin cosB B BV V i V j r i jθ θ ω θ θ= + = +
�

l ABω

B

A

B
AV

β
βπ −2/

(sin cos )A
B ABV l i jω β β= −

x

y

BV

�
ω

θ

θπ −2/

O

B

r

BV rω=
�

A
B ABV lω=

ω
�

rl

θ
A O

B

A AV V i=
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A
BA BV V V= +

( ) ( )
( ) ( )

sin cos sin cos

 sin sin cos cos

A AB

AB AB

V i r i j l i j

r l i r l j

ω θ θ ω β β

ω θ ω β ω θ ω β

= + + −

= + + −
�

� �

0 sin sinA ABV r lω θ ω β= + 00 cos cosABr lω θ ω β= −

: قضيه سينوسها
2

2
2

 sin sin    cos 1 sin      
r r

l l
β θ β θ= = −

( )sin cosBV r i jω θ θ= +
�

(sin cos )A
B ABV l i jω β β= −

A AV V i=

sin sin

l r

θ β
=

2
2

2

cos cos

cos
1 sin

AB

r r

l r
l

l

ω θ ω θω
β

θ
= =

−

� �
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2
2

2

cos
sin ( sin )

1 sin
A

r r
V r

lr

l

ω θω θ θ
θ

= +
−

�

�

x

y
�

ω
θ

O

B

θ

r

) 0 0B t
a r rα ω= = =ɺ

) ( ) B B n
a a rω ω= = × ×

� �

) )B B Bn t
a a a= +

) ) ( )2cos sin cos sinB B Bn n
a a i a j r i jθ θ ω θ θ= − = −

�

2
Ba rω=

�
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A

B

ABω

ABα
β

)
tB

Aa

)
nB

Aa

( ) ( )2 2cos sin   sin cos  A
B AB AB AB ABa l l i l l jω β α β ω β α β= + + −

) )A A A
B B Bn t

a a a= +

) ( )2
  A

B AB
n

a l ω= )A
B AB

t
a lα=

( )2) cos  sin   A
B n ABa l i jω β β= +

( ))  sin cosA
B t ABa l jα β β= −
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( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2

2 2 2

2 2

  cos sin cos sin

sin cos cos cos sin

sin sin cos

A AB AB

AB AB AB AB

AB AB

a i r i j l l i

l l j r l l i

r l l j

ω θ θ ω β α β

ω β α β ω θ ω β α β

ω θ ω β α β

= − + + +

− = + +

− − +

�

�

�

2 2

2 2

cos cos sin

0 sin sin cos
A AB AB

AB AB

a r l l

r l l

ω θ ω β α β
ω θ ω β α β

 = + +


= − +

�

�

3
2

2

2 2 2 2

2
2

2

1sin sin
sin

cos
1 sin

AB
AB

r
l r r l

l l r

l

ω β ω θ ωα θ
β

θ

−−= =
 

− 
 

� �

( )2 cos sinBa r i jω θ θ= −
�

( ) ( )2 2cos sin   sin cos  A
B AB AB AB ABa l l i l l jω β α β ω β α β= + + −

 A
BA Ba a a= + A Aa a i=
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يك ميله صلب رابط برابر               باشند   A , Bاگر سرعت هاي دو انتهاي  :مثال 
. سرعت زاويه اي ميله رابط را تعيين كنيد  

 ,  A Bv v

BV

AV
θ

θ
ABω

C

l

1l

2l
β

β

A

B

1A ABV l ω=

1 2sin sinl l lθ β+ =

sin sin   A B

AB AB

V V
lθ β

ω ω
+ =

sin sinA B
AB

V V

l

θ βω +=

2 B ABV l ω=
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 در rad/sec 10اي   داده شده در شكل با سرعت زاويه   از سيستم نشانOBبازوي  :مثال
اي ميله   و سرعت زاويه   D و  Aمطلوب است سرعت نقاط  . چرخد هاي ساعت مي  جهت عقربه

. داده شده در شكل  براي وضعيت نشانABاتصال 

�45 OO′

A BD
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 و   Aهاي نقاط  از آنجائي كه جهات سرعت 
Bتوانيم مر كز آني دوران    اند مي  مشخص

را با رسم بردارهاي شعاعي كه بر امتداد  
 B و Aهاي      و      در نقاط  سرعت

.عمودند بدست آوريم 
AυBυ

150
sin 45

OB
=� 150 2  m mO B⇒ =

 150 2 10 1500 2  mm/sB OBOBυ ω= = × =
A BD

Aυ
Bυ

�45

O

C

O ′

150

150

2 0 0

: فرض كنيم داريم      اي مركز آني دوران را  از طرف ديگر اگر سرعت زاويه  ω

 B BCυ ω=
350

cos45
BA

BC BC
= =� 350 2 mmBC⇒ =

1500 2 350 2  ω=
1 5 0

 rad /s
3 5

ω =
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150
 350 =1500 mm/s

35A ACυ ω= = ×

350 2 mmBC =

350 mmAC =

A BD

Aυ
Bυ

�45

O

C

O ′

150

150

2 0 0

 D CDυ ω=

1 5 0
 rad /s

3 5
ω =

2 2 2 2350 150 380.8 mmCD A C A D= + = + =

150
380.8 =1632 mm/s

35Dυ = ×
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در خلاف جهت هم حركت مي كنند و صفحه مدور نيز     بموازات يكديگر و  A  و B دو صفحه:مثال
ي آنمركز،باشد       و      نها مي چرخد اگرآبدون لغزش بين 

.وريدآ را در لحظه نشان داده شده بدست     Dدوران را براي صفحه مشخص كنيد و سرعت نقطه 
2 m/sAυ =4 m/sBυ =
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براي پيدا كردن مركز آني دوران بردارهاي شعاعي      
 در        و    را كه عمود بر امتدادهاي سرعت هاي

 هستند رسم مي كنيم، واضح است كه Bو   Aنقاط
اگر نقطه .  قرار داردABمركز آني دوران روي خط  

C مركز آني دوران باشد و فواصل آن از نقاط  A   وB 
:  فرض شود داريم     و   بترتيب برابر 

Bυ Aυ

1r2r

1 2( )A B r rυ υ ω+ = +
2B rυ ω=1A rυ ω=

1 2

6
30 rad/s

0.2
A B

r r

υ υω += = =
+ 1

2 1
 m

30 15
Ar

υ
ω

= = =

2

4 2
 m

30 15
Br

υ
ω

= = =

ω

1

1
0.1

30
OC r m= − =
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1 1
0.105 m

100 900
CD = + =

:  داريمOCD از مثلث Dقطه نحال براي پيدا كردن سرعت در 

0.105 30 3.15 m/sD CDυ ω= × = × =
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مطابق شكل آويزان كرده ايـم       lصفحه مستطيلي شكل را بوسيله دو ميله به طول           :مثال
 و در ω در لحظـه نـشان داده شـده در شـكل       ABدر صورتيكه سرعت زاويه اي  ميلـه ي          

:مطلوبست. جهت حركت عقربه هاي ساعت باشد
 (a  سرعت زاويه اي صفحه

(b سرعت نقطه ي G مركز صفحه 
(cسرعت نقطه ي  F

ω
θ θ

HF

DB

a

b

A C
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0ω

ll

1l

DV

BV

ω

G

O

F H

D

CA

B

θ θ

a

M

O :مركز آني دوران است.

BV lω=

1
1

sin         
2 2sin

b b
l

l
θ

θ
= ⇒ =

1

2 sinl l

l bο
ω ω θω = =

1 0BV l ω=

cot
cot        

2
2

OM b
OM

b
θθ = ⇒ =

cot
 

2

a b
OG MG OM

θ−= − =

cot
/ 2  

2

b
OP a OG a

θ= + = −
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ω tdF

dm

A

A

O
r

t tdF a dm r dmω= = ɺ

2
tdM rdF r dmω= = ɺ

∫∫ = dmrdM 2ωɺ ∫= dmrM 2ωɺ

∫= dmrI 2

m  در ديناميك انتقالي به منزله مقاوت در برابر شتاب خطي يعني a است 

I    در ديناميك دوراني به منزله مقاوت در برابر شتاب زاويه ايα است  .

 گشتاور لختي    9-1

ta r rα ω= = ɺ

سينتيك و ديناميك     -9
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x′
x

z

y

x′
z′

z′

dy
y

a

b

z′

z′

x′x′

dZ

Z

dm dV adydzρ ρ= =

/22 2 2

/2

b

x x b
I z dm z adydz ady z dzρ ρ′ ′ −

= = =∫ ∫ ∫
/23 3

/23 12

b

b

a a
dy z b dy

ρρ
−

 = = 
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z′

z′

x′ x′

dx

x

2        z zI x dm′ ′ = ∫
/2 3

2 2

/2 12

a

Z Z

a

ba
I x dm bdy x dx dy

ρρ′ ′
−

= = =∫ ∫

x′ x′

z ′

z′

x

z
dm

r
2222 r       zxdmrI yy +== ∫

( )
zzxx

yy

II

dmzdmxdmzxI

′′′′ +=

+=+= ∫∫∫ 2222

dm dV bdydxρ ρ= =

) dyقطعه از مكعب به ضخامت )dyba
ab

I yy
22

12
+= ρ
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( )2 2

12yy

abl
I a b

ρ= + ( )22

12
ba

m
I yy +=

( )2 2

12

l

yy

ab
I a b dy

ρ= + ∫�
مكعب
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iρ

G

im

a

1F

2F
3F

4F

ωα

X

Y

β

G
x

y
αρ iim

ami

2ωρ iim
iy

ix

iρ

im β

معادلات ديناميكي حركت جسم صلب در صفحه 9-2

( ) ( ) ( )cos sini i i i i i i iM m m a y m a xρ α ρ β β= − +
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2 cos sini i i i i i iM M m a m y a m xα ρ β β= = − +∑ ∑ ∑ ∑ ∑

جسم صلب) مركز جرم (Gگشتاور كل جسم صلب حول نقطه 

0i i

i

m x
x

m
= =∑
∑

0i i

i

m y
y

m
= =∑
∑

         0     ,              0 == ∑∑ iiii ymxm

αραρα IdmmM ii === ∫∑∑ 22

سه معادله ديناميكي

αIM =∑
x xF ma=∑

y yF ma=∑

ناشي از دوران

ناشي از انتقال

( ) ( ) ( )cos sini i i i i i i iM m m a y m a xρ α ρ β β= − +
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 كه بر مركز جرم جسم صلب منطبق        Oجسم صلب دوران خالص دارد حول نقطه اي مانند          
.نيست

t tF ma mrα= =∑
2

n nF ma mrω= =∑
( )2

O GM I I mrα α= = +∑

k 2شعاع ژيراسيون
GI mk=

( )2 2 M m k r α= +∑

r

rα
2rω
G

O

αω

t

n

 مركز تصادم9-3
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( )2 2M mr q m k rα α= = +∑

2 2k r
q

r

+=

Q :           اين نقطه براي هر جسم مفروضي كه حول نقطه ثابتي
 دوران مي كند نقطه ي منحصر به فـرد بـوده و بـه               Oمثل  

.نام مركز تصادم ناميده مي شود

r

Q

G

O

αω

mrα
q

t

n
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θ
x

y

iy
θ

ω
G

iρ

θ
im

iV

V

V

V ∗
*

i i
V V V V ω ρ= + = + ×

θωρωρ
θ
cos2

cos2
2222

*2*2 2

VVV

VVVVV

iii

i

++=

++=

 انرژي جنبشي جسم صلب در صفحه 9-4

2 2 2 2 2i i iV V Vyω ρ ω= + +

2 2 21 1

2 2i i i i i iT T V m m V m yω ρ ω= = + +∑ ∑ ∑ ∑

00 =→== ∑∑
∑

ii
i

ii ym
m

ym
y Idmm ii == ∫∑ 22 ρρ

* *
ii

V Vω ρ ρω= × =

cosi iyρ θ =

2 2 2 21 1 1

2 2 2i i i i i i i iT m V m V m Vm yω ρ ω= = + +
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22

2

1

2

1 ωImVT +=

انرژي جنبشي انتقاليانرژي جنبشي دوراني 
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im

x

G

y

iρ

z
iv

ω
A

) ( )i iG ii
H m Vρ= ×

∑ ∫∑ ××=××== dmmHH
iiiGGi )()()) ρωρρωρ

)()
iiiGi mH ρωρ ××=

 اندازه حركت زاويه اي جسم صلب در فضا 9-5

i i
V ω ρ= ×
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kjikzjyix zyx ωωωωρ ++=++=

x y z

i j k

x y z

ω ρ ω ω ω× = =

( ) ( ) ( )y z x z x yz y i z x j y x k i j kω ω ω ω ω ω α β γ− − − + − = + +

z xx zβ ω ω= −

) ( )GH dmρ ω ρ= × ×∫

i j kω ρ α β γ× = + +

y zz yα ω ω= − x yy xγ ω ω= −
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==××
γβα

ρωρ zyx

kji

)(

( ) ( ) ( )y z i x z j x y kγ β γ α β α− − − + − =

2 2 2 2( ) ( )x y z x y zyx x z yz j zx zy x y kω ω ω ω ω ω   − + + − + − − + +   

( ) ( )z x y zx z x z y y kω ω ω ω + − − − = 

y zz yα ω ω= − z xx zβ ω ω= − x yy xγ ω ω= −
i j kω ρ α β γ× = + +

( ) ( )x y z xy x y x z z iω ω ω ω − − − +  ( ) ( )y z x yz y z y x x jω ω ω ω − − − 

2 2( ) x y zy z xy xz iω ω ω + − − + 
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2 2

2 2

2 2

( )

( )

( )

x y z

x y z

x y z

y z dm xydm xzdm i

yxdm x z dm yzdm j

zxdm zydm x y dm k

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

 + − − 

 + − + + − + 

 − − + + 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

kHjHiHkIII

jIIIiIIIH

zyxzzzyzyxzx

zyzyyyxyxzxzyxyxxxG

++=+−−+

−+−+−−=

)(

)()()

ωωω
ωωωωωω









+−−=

−+−=

−−=

zzzyzyxzxz

zyzyyyxxyy

zxzyxyxxxx

IIIH

IIIH

IIIH

ωωω
ωωω

ωωω

) ( )GH dmρ ω ρ= × × =∫
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































−−

−−

−−

=
















z

y

x

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

z

y

x

III

III

III

H

H

H

ω
ω
ω

.مي گويند vectorبه ماتريس هاي ستوني، 
 مؤلفه مي توان تمام مؤلفه هاي ماتريس اينرسـي          6با دانستن   

.را به دست آورد









=
=

=

zyyz

zxxz

yxxy

II

II

II

{ } [ ]{ }ωIH =









+−−=

−+−=

−−=

zzzyzyxzxz

zyzyyyxxyy

zxzyxyxxxx

IIIH

IIIH

IIIH

ωωω
ωωω

ωωω
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اگر هندسه جسم متقارن باشد،
 مــشروط بــر ايــن كــه دســتگاه مختــصات بــر مركزجــرم جــسم يعنــي  

 منطبق باشدGنقطه 

















zz

yy

xx

I

I

I

00

00

00

. در چنين حالتي تانسور اينرسي به صورت قطري درخواهد آمد  

x xx x y yy y z zz zH I H I H Iω ω ω= = =

x y z xx x yy y zz zH H i H j H k I i I j I kω ω ω= + + = + +
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x
y

z ω ( )n

X

Z

YO

G
k kω= ×ɺ

 معادلات اويلر9-6

i iω= ×ɺ

j jω= ×ɺ

x y zV V i V j V k= + +

x y z x y z

dV
V i V j V k V i V j V k

dt
= + + + + + ɺɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

( )x y z x y z

dV
V i V j V k V i V j V k

dt
ω= + + + × + +ɺ ɺ ɺ

x y z

dV
V i V j V k V

dt
ω= + + + ×ɺ ɺ ɺ
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HkHjHiH
dt

Hd
kHjHiHH zyxzyx ×+++=++= ωɺɺɺ

==×

zyx

zyx

HHH

kji

H ωωωω

( ) ( ) ( )y z z y x z z x x y y xH H i H H j H H kω ω ω ω ω ω− − − + −

( ) ( )

( )

x y z y z z y z x x z

x y y x

d H
H i H j H k H H i H H j

dt
H H k

ω ω ω ω

ω ω

= + + + − + −

+ −

ɺ ɺ ɺ

( ) ( )

( )

x y z z y y z x x z

z x y y x

H H H i H H H j

H H H k

ω ω ω ω

ω ω

= + − + + −

+ + −

ɺ ɺ

ɺ
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( ) ( )

( )

x y z z y y z x x z

z x y y x

M H H H i H H H j

H H H k

ω ω ω ω

ω ω

= + − + + −

+ + −
∑ ɺ ɺ

ɺ

( ) ( )

( )

x y z z y y z x x z

z x y y x

dH
H H H i H H H j

dt

H H H k

ω ω ω ω

ω ω

= + − + + −

+ + −

ɺ ɺ

ɺ

x y z

d H
M M i M j M k

dt
= + + =∑ ∑ ∑ ∑










−+=

−+=

−+=

∑
∑
∑

xyyxzz

zxxzyy

yzzyxx

HHHM

HHHM

HHHM

ωω

ωω

ωω

ɺ

ɺ

ɺ
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{ } [ ]{ }ωIH =

































−−

−−

−−

=
















z

y

x

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

z

y

x

III

III

III

H

H

H

ω
ω
ω









+−−=

−+−=

−−=

zzzyzyxzxz

zyzyyyxyxy

zxzyxyxxxx

IIIH

IIIH

IIIH

ωωω
ωωω

ωωω










+−−=

−+−=

−−=

zzzyzyxzxz

zyzyyyxyxy

zxzyxyxxxx

IIIH

IIIH

IIIH

ωωω

ωωω

ωωω

ɺɺɺɺ

ɺɺɺɺ

ɺɺɺɺ










−+=

−+=

−+=

∑
∑
∑

xyyxzz

zxxzyy

yzzyxx

HHHM

HHHM

HHHM

ωω

ωω

ωω

ɺ

ɺ

ɺ

)(

)(

zyzyyyxyxz

zzzyzyxzxyzxzyxyxxxx

III

IIIIIIM

ωωωω
ωωωωωωω

−+−−

+−−+−−=∑ ɺɺɺ

....... == ∑∑ zy MM
معادلات اويلر  
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zzzzyyyyxxxx IHIHIH ωωω ɺɺɺɺɺɺ === ,,

( )z zz z x yy y y xx x zz z yy xx x yM I I I I I Iω ω ω ω ω ω ω ω= + − = + −∑ ɺ ɺ

اگر هندسه جسم متقارن باشد ودستگاه مختصات بر مركز جرم  
جسم منطبق باشد










−+=

−+=

−+=

∑
∑
∑

xyyxzz

zxxzyy

yzzyxx

HHHM

HHHM

HHHM

ωω

ωω

ωω

ɺ

ɺ

ɺ

x xx xH I ω=
y yy yH I ω= z zz zH I ω=

( )x xx x y zz z z yy y xx x zz yy y zM I I I I I Iω ω ω ω ω ω ω ω= + − = + −∑ ɺ ɺ

( )y yy y z xx x x zz z yy y xx zz x zM I I I I I Iω ω ω ω ω ω ω ω= + − = + −∑ ɺ ɺ
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 xx,  yy, zz را نسبت به محورهاي mو جرم  Rممان اينرسي جرمي ديسكي به شعاع  :مثال
.تعيين كنيد

x

y

z

h dθdr

O
R

dV hrd drθ=

θρhrdrddm = 2 2sinxxI r dmθ= ∫

3 2sinxxI h r drdρ θ θ= ∫∫
23 2sin

R
h r dr d

π
ρ θ θ= ∫ ∫� �

4

4

h
R

ρ π=

2
2 2

4xx

mR
V R h m hR Iπ ρπ= ⇒ = → =

2
22 2 3 2 4cos cos

4 4

R

yy

h mR
I r dm h r dr d R

π ρ πθ ρ θ θ= = = =∫ ∫ ∫� �

( )
2

2 2 2

2zz xx yy

mR
I r dm x y dm I I= = + = + =∫ ∫

dm dVρ=

مسايل
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. از مكانيزم نشان داده شده استفاده مي شود kg 300براي بالا كشيدن يك جسم  :مثال
. مي چرخند(O)قرقره ها به هم چسبيده مانند جسم يكپارچه حول مركز جرمشان 

. استkg 150مجموع وزن قرقره ها 
.  مي باشدO ،mm 450و شعاع چرخش حول 

:به وسيله موتور اعمال شود، مطلوبست1.8KNاگر كشش ثابت  
؟kg 300شتاب قائم جرم •
؟Oنيرو هاي عكس العمل در •

kg300

mm600

mm300

�45

O
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kg300

�45≈
≈

2R

1RO

�45

P
xR

mg

yR

α

T

O

0 0M I α=∑ 2
0I m k=

20.6(1800) 0.3 150(0.45)T α− =2
2 1 oPR TR I m kα α− = =

kg300

T

mg

y y yF ma T mg ma= → − =∑
1 0.3y ya R aα α= → =

300(10) 300 yT a− =

3000 300(0.3 ) 3000 90T Tα α− = → − =
3282.3T N= 20.94 / sya m= 23.14 / sradα =
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�45

P
xR

mg

yR

α

T

O 0xF = →∑ cos45 0xR P+ =�

900 2 1272.8xR = − = −

0yF = →∑
2

3282.3 1500 1800 6055
2yR N= + + =

2
0

2yR T m g P− − − =
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 پرتـاب  µ روي يك سطح افقـي بـا ضـريب اصـطكاك       r و شعاع    mكره اي به جرم     : مثال
V0در صورتي كه سرعت خطي پرتاب براي مركز كره برابر           . مي شود 

 و سـرعت زاويـه اي       *
 باشد و كره ابتدا شتاب كنـد شـونده بـه خـود گرفتـه و سـپس بـه حركـت                       ω0=0پرتاب  

:يكنواخت برسد، مطلوب است
شتاب خطي و زاويه اي كره؟•
زمان لازم براي آن كه به حركت يكنواخت برسد؟•
فاصله اي كه قبل از حركت يكنواخت طي مي كند؟•

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


241حسينی ھاشمی

0t =

NF µ=

mg

N

∗
0V VG

t

G

ω

Nµ ∗< 0VV

x

y

rr

0yF = →∑

فقط لغزش شروع غلطش

x xF ma= →∑
xa gµ= − GM I α=∑

0 xV V a t= + *
0V V gtµ= − 0 tω ω α= +

0N mg N mg− = → = xN maµ− =

22

5
Nr mr mgrµ α µ= =

V r r tω α= = →
5

2
V r t gtα µ= = *

0

7

2
V gtµ=

*
02

7

V
t

gµ
=

5

2

g

r
α µ=

0 0ω =
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2* *
*0 0

02 2

1 4 2
( ) ( )

2 49 7

V V
x g V

g g
µ

µ µ
−= +

*
02

7

V
t

gµ
= xa gµ= − 2 *

0

1

2 xx a t V t= +

2*
012

49

V
x

gµ
=
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هرگـاه  .  آويزان شده اسـت A به طور آزاد از نقطه w و وزن lميله اي نازك به طول      : مثال
: مطابق شكل بر آن اعمال شود معين كنيدpنيروي افقي 

.  برابر صفر شودA را براي آنكه مؤلفه ي افقي عكس العمل در نقطه hفاصله ي •
.شتاب زاويه اي در اين حالت•
.مركز تصادمموقعيت•

h
l

P

A
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A AM I α= →∑

2
2

1 3

3

ph
ph ml

ml
α α= ⇒ =

ml

p
l

ml

p

ml

ph 2
)

3

2
(

33
22

===α

α

h
l

P

xA

yA

mg

x

y

Aph I α=

2 2 2 21 1 1 1

4 12 4 3A GI I ml ml ml ml= + = + =

x xF ma= →∑ 3

2 2x x

l ph
p A ma m

l
α− = = =

0xA = 2

3
h l=

r

rk
q G

22 += 2 2 21 1

12 12G GI ml mk ml= → =

2

l
r =

2 3
G

l
k =

2
21

212 4
3

2

l
l

q l
l

+
= =
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در .  مطابق شكل روي محوري نصب شـده اسـت  lو طول  mميله اي به جرم  :مثال
 و ثابت و در جهت موافق عقربه هاي ساعت باشد           ωصورتيكه سرعت زاويه اي محور        

 بـر   zمحـور   ( وبردار گشتاور راتعيين كنيد      Gبردار اندازه حركت زاويه اي حول نقطه        
) عمود استZمحور 

x
y

z
ωθ

G

2
l

2
l

∗k
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x
y

z
ωθ

G

2
l

2
l

∗k

y

z

j

x
∗k

i
θ

cos sini jω ω θ ω θ= −

* cos sink i jθ θ= −

kω ω ∗=

هندسه جسم متقارن ودستگاه مختصات 
هم بر مر كز جرم جسم منطبق است

0 0

0 0

0 0

x xx x

y yy y

z zz z

H I

H I

H I

ω
ω
ω

     
     =    
    
     

{ } [ ]{ }H I ω=
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2 2 21 1 1
sin cos sin

12 12 12

d H
M ml j ml j ml j

dt
ω θ ωθ θ ω θ= = − − −∑ ɺ ɺɺ

jmlkHjHiHH zyx θω sin
12

1 2−=++=

cos sini jω ω θ ω θ= −

( cos sin ) cosj j i j j kω ω θ ω θ ω θ= × = − × =ɺ

21
cos ( sin )

12
M ml j kω θ θ ω θ= − +∑ ɺ

21
( cos sin )

12
M ml j jω θ θ θ= − +∑ ɺ ɺ

www.kolbedanesh.com

www.kolbedanesh.com


249حسينی ھاشمی

ωωωω2
A

B

ωωωω1

r

y

C

براي سيستم نشانداده شده در شكل بردار اندازه حركت زاويه اي    :مثال 
.ديسك را حول مركز جرمش بدست آوريد   

z′
x′

{ } [ ]{ }ωIH =

2 1j kω ω ω= +

z x 2

2
2

2

1

1 00 0
4

1
0 0

4
1

0 0
2

x

y

z

mr
H

H mr

H
mr

ω

ω

   
            =                 

2
2 1

1 1
( )

2 2x y zH H i H j H k mr j kω ω= + + = +
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R2

ω

O

l

dr

θ
θd

re

0V

G

r

 مطابق شكل به سمت چپ ρ و جرم مخصوص Rو شعاع   l  استوانه اي به طول :مثال
بردار اندازه حركت زاويه اي   .  استV0به ترتيبي كه سرعت مركز جرم آن برابر .  مي غلتد

  .استوانه را حول مركز جرمش تعيين كنيد

dm dvρ=

0 ( )d H r Vdm= ×

r r r r

dr
r re V re re re r e

dt θθ= = = + = + ɺɺ ɺ ɺ

2 3
0 z zd H r dme lr drd eθ ρ θ θ= =ɺ ɺ

2( ) ( )r r zr V re re r e r eθθ θ× = × + =ɺ ɺɺ

dm lrdrdρ θ=
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3
0 zd H lr drd eρ θ θ= ɺ

2
3 3 4

0

0 0 0

1
2

2

R R

z z zH l e r dr d l e r dr lR e
π

ρ θ θ πρ θ πρ θ= = =∫ ∫ ∫ɺ ɺ ɺ

2m lRπρ=
4 2

0

1 1

2 2z z zH lR e mR e I eπρ θ θ ω= = =ɺ ɺ
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